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数学 I

はじめに

本書を手に取っていただき，ありがとうございます．本書は，高等学校の数学学習を効率的かつ効果的にサ
ポートするために執筆された参考書です．基本的な知識の整理から，発展的な内容の習得までを目指した，い
わゆる網羅系の参考書として編纂しました．動画解説や豊富なリンク機能を導入し，学習者が便利に活用でき
る設計となっています．特に電子版（PDF版）では，解説動画への簡単なアクセスを可能にし，紙媒体では二
次元コードを活用することで，繰り返し学習できる環境を整えました．

現在の大学入試用の数学参考書は，どれも非常に高品質で，高校数学教育の長い歴史の中で積み上げられた
知識が見事に反映されています．これらの参考書は，数学的な厳密さと分かりやすさを両立させながら，限ら
れた紙面の中で効率よく内容を伝えるためのフォーマットが確立され，最適化されつつあります．数学教育自
体は性質上，既存の知識を整理し，体系的に伝達する「祖述の学問」に近いものがあります．そのため，現在
の市場には質の高い教材が数多く存在し，学習者にとっても多くの選択肢が揃っています．

そうした素晴らしい既存の参考書を踏まえてリスペクトしつつ，本書は更なる効率的な学習を目指して設計
しました．問題数を厳選し，入試対策の基盤を短期間で築けるよう随所で工夫するとともに，動画を繰り返し
視聴することで，視覚的・聴覚的に記憶の定着を図ることができます．こうした工夫により，数学教育として
最適化されつつある内容を効率良く学習できるように精選したものが本書となっております．

一方で，効率性だけに依存せず，数学的な厳密さや思考力も重視し，その両立を目指しています．あえて直
感的すぎる説明を避けている箇所もあり，表現が周りくどく感じられることもあるかもしれません．しかし，
これは数学的な厳密さや，高校数学に限らない一般的な数学の記法などを優先した結果です．最初は本書の表
現に戸惑うかもしれませんが，読み進めるうちに自然と慣れ，着実に数学の力を身につけることができること
でしょう．

また，作題や解答の作成には特に力を注ぎました．一部の有名問題を除き，殆どの問題と解説は自作したも
のです．多くの入試問題を参照し，個性を出しすぎず，広く入試問題に対応できる汎用性を持たせることに労
力を掛けました．日本の高校数学における特有の慣習や配慮，細かいニュアンスなどが反映されているはずで
す．しかし，執筆量が多かったため，校正には万全を期したつもりですが，計算ミスや誤字・脱字，誤りなど
が残っている可能性があります．お手数ですが，皆さんからの御叱正の程をよろしくお願いしたいと思ってお
ります．

本書は，私自身の教員経験を活かし，学習者や教員が便利に，自由に活用できる網羅系の参考書として作り
上げました．誰でも気楽に使えるような，「こんな参考書があっても良いのではないか」という思いを込めて
作成しています．また，本書は複数ページにまたがる記述や他のページを参照する記し方を可能な限り排し，
1ページで完結するようにしました．動画で補足的に他のページを参照することもありますが，基本的には 1
ページで完結するので，扱いやすさが増していると思います．自分の弱点箇所だけを印刷したり，印刷したも
のをシャッフルしてテストのように使ったりするなど，活用の幅は広がるはずです．本書が，皆さんの学びの
パートナーとなり，さらなる数学の探求へと導く一助となれば幸いです．ぜひ，楽しみながら学習を進めてく
ださい．

著者：犬飼 シムラ
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数学 I

本書は，YouTube 動画と対応した教材として，PDF 形式で提供されています．内容の改善や更新に伴い，
動画が削除または変更される場合があります．常に最新版の教材を使用し，最新の動画リンクを参照するよう
にしてください．最新バージョンは，YouTubeの各動画の概要欄またはホームページからダウンロードでき
ます．

本書は印刷された書籍として販売されているわけではありません．そのため，印刷したものが必要な場合は，
学習者ご自身で PDFをダウンロードし，お手元で印刷してご利用ください．なお，PDF版には，リンク機能
や，プルダウン機能，チェックボックス機能を用いた学習の進捗状況を記録する機能があり，デジタル環境で
の利用がより便利です．しかし，利用環境によってはこれらの機能が正しく動作しない場合がありますのでご
注意ください（ブラウザ上ではなく，PDFをダウンロードして使ったり，環境を変えたりすると正しく動作
することがあります）．

本書は教育目的での利用であれば，許可なく自由にご使用いただけます．授業内での教材としての配布や使
用など，教育現場での活用を歓迎いたします．ただし，本書を販売するなど，商用目的での利用は固く禁じら
れております．

本書の内容については，正確性に細心の注意を払っておりますが，万一の誤りや不備があった場合や，本書
の内容を利用した結果生じた損害，あるいは適用できなかったことによる不利益に関して，著者は一切の責任
を負いかねますので，あらかじめご了承ください．
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数学 I

本書の構成
本書には，これからの学習計画を立てたり，復習したりする際に便利な章扉と例題（問題）一覧のページが

あります．章扉は各章のはじめに，例題（問題）一覧は巻末にあります．適宜ご活用ください．

【章扉】
問題への取り組み状況をメモすることで，学習の振り返りがしやすくなります．電子版（PDF版）には，各

問題へのリンクがついています．

【例題・問題の番号について】
例題や問題，節末問題（基本事項）は次のような規則に基づいて，番号をつけています．

問題 I 1.3.2 · · · 数学 Iの1 章の 3 節の 2番目の問題（事項）

また，章末問題は次のような規則に基づいて，番号をつけています．

章末 I 2.1 · · · 数学 Iの2 章の 1番目の問題

【プルダウン機能について】
本書の章扉ページ，例題・節末・章末問題ページ，例題（問題）一覧ページに
は，日々の学習記録を管理できるプルダウン機能が備わっています．一箇所
で勉強の記録をチェックすると，その情報は該当する他のページにも自動的
に反映され，保存されます．この機能により，学習の進捗状況を効率的に把
握することができます．なお，環境によっては，印刷時にプルダウン部分に
枠線が印刷されることもあります．

プルダウン機能

【チェックボックス機能について】
本書の例題ページ，動画一覧ページには，日々の動画視聴の記録を管理でき
るチェックボックス機能が備わっています．一箇所で動画視聴の記録をチェ
ックすると，その情報は該当する他のページにも自動的に反映され，保存さ
れます．この機能により，動画視聴の進捗状況を効率的に把握することがで
きます．

チェックボックス機能

【基本事項について】

各節の冒頭には，その節で扱う基本事項を分かりやすく整理しています．定理や公式など，問題を解く際に
必要となる重要なポイントを簡潔に整理しています．
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数学 I

【例題・問題について】

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)
(vi) (vii) (vii)

(vii)

(vii) (vii)

(vii)

(i) 難易度（レベル）：⋆の数に応じて，4段階
の難易度に分けて設定しています．

⋆ · · ·基礎問題（教科書の標準程度）
⋆⋆ · · ·標準問題（教科書の発展程度）

⋆⋆⋆ · · ·応用問題（入試問題の基礎程度）
⋆⋆⋆⋆ · · ·発展問題（入試問題の標準程度）

節末問題，章末問題の問題にも，同じように難
易度（レベル）で分けて設定しています．
(ii) 解説動画：PDF版では，青色部分の二次元
コードをタップもしくはクリックすると，解説
動画にアクセスできます．また，チェックボッ
クスに動画視聴の履歴を記録できます．
(iii) 考え方：例題の解放や方針，まとめなどを
記しています．
(iv) 解答：標準的な解法や，別解を記していま
す．側注には，適宜解答を補足しています．
(v) One Point：解答後にポイントが確認でき
るように，簡潔にまとめています．
(vi) 問題：例題の類題で構成しています．関連
する節末問題や章末問題の番号を示した箇所も
あります．
(vii) リンク機能：PDF版では，リンク付きの
箇所は青色で表示されており，活用することが
できます．それとは別に，図や解答に青色が使わ
れることもあります．右下のフッターにあるロ
ゴには，「例題（問題）一覧」へのリンク機能が
ついています．

また，上記以外にも必要に応じて，【注意】【余談】を記し，補足情報を提供しています．

【節末問題】
節ごとに 1ページで構成された，各節のまとめとなる問題です．例題に沿ったものを中心として，標準的な

内容から入試レベルの問題を中心に構成しています．

【章末問題】
章ごとに 1ページで構成された，各章のまとめとなる問題です．節末問題との差は大きくありませんが，よ

り実践的なものや，既に学習した章との融合問題を含むことがあります．

【コラム】
本書の効果的な使い方など，様々なことについてまとめています．

【例題（問題）一覧】
各例題（問題）のタイトルが一覧としてまとめられたもので，巻末にあります．利便性
を上げるために，PDF版からは各ページの右下のフッターにあるロゴに「例題（問題）
一覧」へのリンク機能がついています．印刷時にページを参照するときや，タイトルか
ら例題を探したいときに便利です． ロゴにリンク機能あり

【索引】
数学の用語を五十音に並べたもので，巻末にあります．用語から確認したいときなどに便利です．
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数学 I

リンク機能について

本書では，学習者がより効率的に教材を活用できるよう，PDF版においてリンク機能を多数取り入れてい
ます．青色で表示されている箇所にはリンク機能が埋め込まれており（それとは別に，図や解答でも青色が使
用されることがあります），関連する情報やコンテンツに素早くアクセスすることが可能です．

リンク機能の詳細をすべて説明するには紙面の都合上限りがありますが，以下にその一部を紹介します．リ
ンク機能を活用することで，学習を効率化し，理解を深めることができます．使い込むほどに便利さを実感し
ていただけるはずですので，ぜひ積極的に試してみてください．

(i)

(iv) (v)

(vii)

(ii) (iii)

(vi)
（ア）

（イ）
（ウ）

（ウ）

（ウ）
（エ）

（エ） （エ）

（エ） （エ）（エ）

（エ）

例題ページ · · · 例題ページには，学習をサポートする
ための多様なリンクが設定されています．以下のよ
うな用途で活用できます．
(i) YouTubeで解説動画を閲覧したいとき
(ii) 該当する章の章扉を確認したいとき
(iii) 該当する節の基本事項を確認したいとき
(iv) 問題の解答を確認したいとき
(v) 関連する問題を確認したいとき
(vi) 目次を確認したいとき
(vii) 例題（問題）一覧を確認したいとき

章扉ページ · · · 章扉ページには，章全体の学習をサポ
ートするリンクが設定されています．以下のような
用途で活用できます
（ア）YouTubeで該当する章の解説動画のリストを閲
覧したいとき
（イ）該当する節の基本事項を確認したいとき
（ウ）例題（問題）一覧，節末問題，章末問題を確認し
たいとき
（エ）該当する問題を各問題番号から直接確認した
いとき
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数学 I

本書を用いた学習例

本書は，印刷物（ご自宅の印刷機などで印刷してください）を利用した学習方法と，PDF版（電子版）を
利用した学習方法を想定しています．ご自身に最適な方法を探し出し，効果的に学習を進めてください．なお，
印刷環境が整っていない場合は，PDF版（電子版）をご利用ください．

【印刷物を活用する例】
本書を印刷して利用する場合，A4サイズの用紙での印刷を推奨しています．一般的な家
庭の印刷機は A4サイズに対応しているものが多いことから，A4サイズでの活用を想定
して執筆しました（全ページを印刷して冊子のように使用する場合は，やや嵩張り重量が
増してしまいますが）．B5サイズなどに縮小印刷すると文字が小さくなり，読みづらくな
る可能性がありますのでご注意ください．
苦手な部分や特定の節や章だけを印刷して学習することも可能です．必要な部分だけを手
元に置くことで，効率的な学習が期待できます．

【バインダーを使用する方法】
印刷物を活用する方法の中で特に推奨するのが，市販のバインダーを活用する方法です．
全ページを印刷する場合でも，一部だけ印刷する場合でも，2穴タイプのバインダーを使
用すると便利です．穴あけパンチとバインダーがあれば，本書を本のように快適に扱うこ
とができます．全ページを収納する場合は，大容量のバインダー（数百枚収納できるもの）
を選ぶと良いでしょう．バインダーはページの順番を自由に入れ替えられるため，自分だ
けのカスタマイズが簡単に可能なのでおすすめです．

【ホチキスを使用する方法】
特定の節や章を印刷して利用する際には，ホチキスを用いれば簡単に冊子形式にまとめる
ことができます．ただし，ページ数が多い場合は強力な大型のホチキスが必要となります
のでご注意ください．また，ホチキスの針の裏側は手を傷つける恐れがありますので，セ
ロハンテープや製本テープで保護することをおすすめします．

【爪かけを活用する方法】
辞書や辞典のような厚みのある本で，本文の内容を小口側から検索しやすくするものを爪かけといい，本書

にもページの右端部分につけています．爪かけを活用すると，目的のページを素早く見つけることができます．
ただし，ご自宅のプリンターで印刷する場合，設定によっては印刷範囲の関係で紙の端まで印刷できず，ペー
ジの右端の爪かけ部分が機能されないことがあります（本書を横から見た時に，爪かけ部分が見えなくなりま
す）．この場合，カッターと定規を使って本の小口（ページの外側の端）を少し切り落とすと，爪かけが機能す
るようになります．
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数学 I

【オリジナル参考書を作成する方法】

自分の苦手な問題だけを集めて印刷したり，特定の節を組み合わせてオリジナルの参考書
を作成することも可能です．自分だけの参考書を作ることで，学習意欲も高まるでしょう．
自分の学習スタイルやニーズに合わせて参考書をカスタマイズすることで，学習効率を飛
躍的に高めることができます．

【オリジナルノートを作成する方法】

本書は A4サイズですが，印刷した際の本文部分の幅は B5サイズのノートにぴったり収
まるように設計されています（ギリギリですが）．本文部分をきれいに切り取り，B5サイ
ズのノートに貼り付けることで，自分だけのオリジナルノートを作成できます．苦手な問
題や重要なポイントをまとめたノートを作成し，学習効率をさらに高めましょう．

【PDF版（電子版）を活用する例】
本書は PDF版も用意しており，リンク機能や学習の結果をプルダウンやチェックボックスで選択し，記録

する機能を備えているため非常に便利です．以下に，PDF版を活用する方法を紹介します．
【スマートフォンでの活用】
スマートフォンに PDF版をダウンロードしておけば，通学・通勤時間やちょっとした隙
間時間に学習することができます．どこでも手軽にアクセスできるため，学習のハードル
が下がります．YouTubeのチャンネルを登録し，動画をお気に入りに登録しておくと，興
味のある箇所をすぐに見返すことができます．また，紙での勉強に疲れた時などにも，動
画による学習はおすすめです．

【タブレット端末・PCでの活用】
タブレットやパソコンでは大画面で閲覧できるため，細かな数式や図も見やすくなります．
自宅で集中して勉強したい時や，カフェなどでリラックスして学習する時に最適です．画
面が大きいことで長時間の学習でも目の負担が軽減されます．

【学習アプリとの併用】

PDFに書き込みができる学習アプリを使用すると，デジタル上でメモやマーカーを追加
できます．ただし，一部のアプリではリンク機能やプルダウン機能，チェックボックス機
能が失われることがありますのでご注意ください．書き込み機能を活用することで，紙の
ノートと同じように自分だけの学習記録を残すことができます．

【その他の活用方法】
他の参考書と併用したり（本書を補足・演習用にするなど），ページを抜き出してシャッフルしたりして学

習するなど，自由な発想で本書を活用してください．また，他の読者の学習にも役立つことがあるかもしれま
せんので，「こんな学習方法を試してみた」などのアイデアがあれば，ぜひご連絡ください．
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数学 I
1.0

第 1章 数と式 1章：数と式（再生リスト）

 

 

1 数と式
1節 式の展開と因数分解（pp.14-32），2節 実数（pp.33-44），3節 1次不等式（pp.45-54）

例題（問題）一覧
番号 難易度 1回目 2回目
I1.1.1 ⋆

I1.1.2 ⋆⋆

I1.1.3 ⋆

I1.1.4 ⋆

I1.1.5 ⋆⋆

I1.1.6 ⋆⋆

I1.1.7 ⋆⋆

I1.1.8 ⋆

I1.1.9 ⋆

I1.1.10 ⋆⋆

I1.1.11 ⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I1.1.12 ⋆⋆

I1.1.13 ⋆⋆

I1.1.14 ⋆⋆

I1.1.15 ⋆⋆⋆

I1.1.16 ⋆⋆⋆

I1.2.1 ⋆

I1.2.2 ⋆

I1.2.3 ⋆⋆

I1.2.4 ⋆⋆

I1.2.5 ⋆⋆⋆

I1.2.6 ⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I1.2.7 ⋆⋆⋆

I1.2.8 ⋆⋆⋆

I1.2.9 ⋆⋆⋆

I1.3.1 ⋆⋆

I1.3.2 ⋆

I1.3.3 ⋆

I1.3.4 ⋆⋆

I1.3.5 ⋆⋆

I1.3.6 ⋆⋆⋆

I1.3.7 ⋆⋆

I1.3.8 ⋆⋆⋆

節末問題 1.1，節末問題 1.2，節末問題 1.3

番号 難易度 1回目 2回目
I1.1.1 ⋆

I1.1.2 ⋆⋆

I1.1.3 ⋆⋆

I1.1.4 ⋆⋆

I1.1.5 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I1.2.1 ⋆

I1.2.2 ⋆⋆

I1.2.3 ⋆⋆

I1.2.4 ⋆⋆

I1.2.5 ⋆⋆

I1.2.6 ⋆⋆⋆

I1.2.7 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I1.3.1 ⋆⋆

I1.3.2 ⋆⋆

I1.3.3 ⋆⋆

I1.3.4 ⋆⋆⋆

I1.3.5 ⋆⋆⋆

I1.3.6 ⋆⋆⋆

章末問題 1
番号 難易度 1回目 2回目
I1.1 ⋆⋆

I1.2 ⋆⋆⋆⋆

I1.3 ⋆⋆⋆

I1.4 ⋆⋆⋆

I1.5 ⋆⋆

チェック例
◦ · · · 考え方を理解し，解くことができた． △· · · 理解が不十分である． × · · · 解くことができなかった．
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1.1

1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

1.1 式の展開と因数分解

1.1.1 単項式と多項式
(1) 数や文字，またはそれらを掛け合わせてできる式を単項式という．単項式におい
て，掛け合わせた文字の総数をその単項式の次数という．また，数の部分を係数と
いう．
2種類以上の文字が含まれる単項式では，1つの文字に着目して係数や次数を考える
ことがあり，このとき他の文字は数と同様に扱われる．
(2) 多項式とは，複数の単項式の和で表される式であり，これら単項式を多項式の項
という．多項式は整式ともいわれる．
(3) 多項式において，文字部分が同じである項を同類項という．多項式は，同類項を
1つにまとめて整理することができる．
(4) 同類項をまとめて整理した多項式において，最も次数が高い項の次数をその多項
式の次数とし，次数が nの多項式を n次式という．
2種類以上の文字を含む多項式においても，特定の文字に着目し，他の文字は数とし
て扱うことがある．多項式において，着目した文字を含まない項を定数項という．

◀ 例：単項式 3x2 の次数は 2，
係数は 3である．

◀ 単項式を項が 1 つである
多項式と考えることができる．
なお，定義の仕方によって，単
項式と多項式を区別する立場
をとることもある．

◀ 3ax2 + y において，xに着
目すると次数は 2，係数は 3a，
定数項は y となる．

1.1.2 多項式の整理
多項式において，特定の文字に着目して，その文字の次数が高いものから低いもの
へと並び替えることを降べきの順に整理するという．逆に，次数が低いものから高
いものへと並べ替えることを昇べきの順に整理するという．

◀ 例：xy2 + x3 + x2y + y2

を xについて降べきの順に整
理すると，

x3 + yx2 + y2x+ y2

1.1.3 多項式の計算

加法 乗法
交換法則 A+B = B +A AB = BA

結合法則 (A+B) + C = A+ (B + C) (AB)C = A(BC)

分配法則 · · ·A(B + C) = AB +AC, (A+B)C = AC +BC

とくに A−B のような場合においては，括弧を忘れないように注意すること（右の
例を参照）．また，分配法則を用いて多項式を変形，単項式の和のみの形にすること
を多項式の展開という．

◀ 例：A = 2x + 3y, B =

x− y のとき，
A−B

=(2x+ 3y)− (x− y)

=2x+ 3y − x+ y

=x+ 4y

1.1.4 指数法則
m, nを正の整数とする．このとき，次の指数法則が成り立つ．

am × an = am+n, (am)n = amn, (ab)n = anbn

なお，2× 3を 2 · 3とも表す．

◀ (32)3 ̸= 35 であるので
注意すること．正しくは，
(32)3 = 36
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1.1.5 乗法公式
(1) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(2) (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

(3) (a+ b)(a− b) = a2 − b2

(4) (x+ a)(x+ b) = x2 + (a+ b)x+ ab

(5) (ax+ b)(cx+ d) = acx2 + (ad+ bc)x+ bd

(6) (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca

(7) (a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(8) (a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

式を整理するときには，「アルファベット順」「輪環の順」「降べきの順」などが有効
である．これらを用いて，式を見やすく整理することが推奨される．

◀ (1) において b を −b とお
くと，(2)が導かれる．(7)も
同様の手順を考えれば，(8)が
導かれる．

◀ a, b, c が輪の形となるよ
うに，循環するように整理
している．これを，輪環の順
（cyclic order）に整理する
という．

a

bc

1.1.6 因数分解
1つの多項式を，1次以上の多項式の積の形に変形することを，もとの式を因数分解
するという．このとき，積を構成する各式を，もとの式の因数という．
多項式の各項に共通の因数が存在する場合には，その共通因数をくくり出し，括弧
の外にくくり出すことにより因数分解を行うことができる．

(1) a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2

(2) a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2

(3) a2 − b2 = (a− b)(a+ b)

(4) x2 + (a+ b)x+ ab = (x+ a)(x+ b)

(5) acx2 + (ad+ bc)x+ bd = (ax+ b)(cx+ d)

(6) a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = (a+ b)3

(7) a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3 = (a− b)3

(8) a3 + b3 = (a+ b)
(
a2 − ab+ b2

)
(9) a3 − b3 = (a− b)

(
a2 + ab+ b2

)
(10) a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)

(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
(11) a4 + a2 + 1 =

(
a2 + a+ 1

) (
a2 − a+ 1

)
なお，与えられた多項式を因数分解するときには，とくに指定がない限り，因数の
係数を有理数の範囲内で考える．

x2 + 5x+ 6 (x+ 2)(x+ 3)

因数分解

展開

◀ 因数分解は，既約分解また
は素元分解ということもある．

◀ AB +AC︸ ︷︷ ︸
A が共通因数

= A(B + C)

◀ たすき掛けの因数分解とい
う．

◀ 符号に注意すること．
◀ 符号に注意すること．

◀ 複 2次式の形である．

◀ 例えば x2 − 4 は (3) より，
(x + 2)(x − 2)と因数分解で
きるが，x2 − 3や x2 − 2など
は因数分解できない．
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例題 I1.1.1 ⋆多項式の整理と次数，定数項

(1) 次の多項式を xについて降べきの順に整理し，次数と定数項を求めよ．

4− 3x3 + 2x− 5x+ x3 + x2 − 7 + 3x2

(2) 次の多項式において，[ ]内の文字に着目したとき，その次数と定数項を求めよ．

3a2 − 4a2b− ab2 + 2b+ 5a2b− 5− 2a, [a], [aと b]

 

 

解説動画

考え方 多項式の次数 · · · 同類項をまとめて整理した多項式において，最も次数が高い項の次数のこと．
(1) 同類項をまとめ，xについて次数の高い順に並べる．
(2) 着目した文字以外の文字は，数として考える．例えば，aについて着目したときは，bを数として扱う．

3a2︸︷︷︸
2 次

− 4a2b︸︷︷︸
2 次

− ab2︸︷︷︸
1 次

+ 2b︸︷︷︸
定数項

+5a2b︸︷︷︸
2 次

− 5︸︷︷︸
定数項

− 2a︸︷︷︸
1 次

(a に着目したとき)

解答
(1) 4− 3x3 + 2x− 5x+ x3 + x2 − 7 + 3x2

=(−3x3 + x3) + (x2 + 3x2) + (2x− 5x) + (4− 7)

=− 2x3 + 4x2 − 3x− 3

よって，次数は 3，定数項は−3

(2) aに着目すると，

3a2 − 4a2b− ab2 + 2b+ 5a2b− 5− 2a = (3− 4b+ 5b)a2 + (−b2 − 2)a+ 2b− 5

= (3 + b)a2 − (b2 + 2)a+ 2b− 5

よって，aに着目したとき，次数は 2 ，定数項は 2b− 5

また，aと bに着目すると，

3a2 − 4a2b− ab2 + 2b+ 5a2b− 5− 2a = (−4 + 5)a2b− ab2 + 3a2 − 2a+ 2b− 5

= a2b− ab2 + 3a2 − 2a+ 2b− 5

よって，aと bに着目したとき，次数は 3，定数項は −5

◀ 同類項をまとめ，降べきの
順（次数の高い順）に整理す
る．
◀ −2x 3 より，最も高い次
数は 3 である．

◀ 着目した文字以外の文字を
定数として考える．

◀ a2bと −ab2 より，最も高
い次数は 3である（次数は掛
け合わせた文字の総数）．

One Point
文字について着目 → 着目した文字以外の文字を数として考える．

問題 I1.1.1 ⋆ 解答 p.224 ▶ 節末 I1.1.1

(1) 次の多項式を xについて降べきの順に整理し，次数と定数項を求めよ．

5 + x4 − 3x3 + 2x− 4x+ 3x2 − 9− x4

(2) 次の多項式において，[ ]内の文字に着目したとき，その次数と定数項を求めよ．

4b2 − 3ab2 + ab− 6a+ 7a2 − 3 + 2b3, [b], [aと b]
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例題 I1.1.2 ⋆⋆多項式の加法・減法

A = x2 + 3x− 1，B = 2x2 − 2x+ 5について，次の式を計算せよ．
(1) A+B (2) A−B

(3) 2A+B (4) 2(3A−B)−{(2A+3B)− (A+2B)}  

 

解説動画

考え方
(2) 括弧の前にマイナスがついているときは，括弧を外すと括弧内の各項の係数の符号が変わる．
(4) A, B の式を直接代入せず，与えられた式を整理してから代入する．

解答
(1) A+B = (x2 + 3x− 1) + (2x2 − 2x+ 5)

= (x2 + 2x2) + (3x− 2x) + (−1 + 5)

= 3x2 + x+ 4

(2) A−B = (x2 + 3x− 1)− (2x2 − 2x+ 5)

= x2 + 3x− 1− 2x2 + 2x− 5

= (x2 − 2x2) + (3x+ 2x) + (−1− 5)

= −x2 + 5x− 6

(3) 2A+B = 2(x2 + 3x− 1) + (2x2 − 2x+ 5)

= 2x2 + 6x− 2 + 2x2 − 2x+ 5

= (2x2 + 2x2) + (6x− 2x) + (−2 + 5)

= 4x2 + 4x+ 3

(4) 2(3A−B)− {(2A+ 3B)− (A+ 2B)} = 2(3A−B)− (A+B)

=6A− 2B −A−B

=5A− 3B

=5(x2 + 3x− 1)− 3(2x2 − 2x+ 5)

=5x2 + 15x− 5− 6x2 + 6x− 15

=− x2 + 21x− 20

◀ 同類項をまとめて計算する．

◀ −(2x2 − 2x+ 5)は括弧を
外すと，各項の係数の符号が
変わる（分配法則）．

◀ この行は省略してもよい．

◀ A, B について整理する．

{(2A+ 3B)− (A+ 2B)}
= 2A+ 3B −A− 2B

のように，括弧は内側から外
すとよい．

One Point
多項式を直接代入せず，整理してから代入する．

多項式の加法・減法は，同類項をまとめて次のように筆算で計算してもよい．
(1) x2 +3x −1

+ 2x2 −2x +5

3x2 +x +4

(2) x2 +3x −1

− 2x2 −2x +5

−x2 +5x −6

問題 I1.1.2 ⋆⋆ 解答 p.225

A = 2x2 − 4x+ 3，B = 3x2 + x− 7について，次の式を計算せよ．
(1) A+B (2) A−B

(3) 3A− 2B (4) 4(A+B)− (2A− 3B)
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例題 I1.1.3 ⋆多項式の乗法

次の計算をせよ．
(1) 4x3y2 × (−2xy3)2 (2) 2ab2c(3a3 + 2b+ c2)

(3) (x+ 2)(2x2 − x+ 5) (4) (2x3 − 4x2 + x)(2− x+ x2)  

 

解説動画

考え方

(1) 指数法則を用いる．

am × an = am+n, (am)n = amn, (ab)n = anbn

(2) 分配法則を用いる．

A(B + C) = AB +AC

(3) 分配法則を用いて，次のように展開する．

(x+ 3)(x2 + 2x− 5)

(4) 降べきの順に整理してから展開する．

解答
(1) 4x3y2 × (−2xy3)2 = 4x3y2 × (−2)2x2(y3)2 = 4x3y2 × 4x2y6

= 4 · 4x3+2y2+6 = 16x5y8

(2) 2ab2c(3a3 + 2b+ c2) = 2ab2c · 3a3 + 2ab2c · 2b+ 2ab2c · c2

= 6a4b2c+ 4ab3c+ 2ab2c3

(3) (x+ 2)(2x2 − x+ 5) = x(2x2 − x+ 5) + 2(2x2 − x+ 5)

= 2x3 − x2 + 5x+ 4x2 − 2x+ 10

= 2x3 + 3x2 + 3x+ 10

(4) (2x3 − 4x2 + x)(2− x+ x2)

=(2x3 − 4x2 + x)(x2 − x+ 2)

=2x3(x2 − x+ 2)− 4x2(x2 − x+ 2) + x(x2 − x+ 2)

=2x5 − 2x4 + 4x3 − 4x4 + 4x3 − 8x2 + x3 − x2 + 2x

=2x5 − 6x4 + 9x3 − 9x2 + 2x

◀ (−2xy3)2 を先に計算する．

◀ 係数の積，文字の積をそれ
ぞれ計算する．
◀ A(B +C) = AB +AC よ
り，次のことがいえる．

A(B+C+D) = AB+AC+AD

◀ (A+B)(C +D + E)

= AB +AD +AE

+BC +BD +BE

◀ 降べきの順に整理してから
展開すると，まとめやすくな
る．

◀ 降べきの順に整理する．

One Point
指数法則，分配法則を用いて計算する．

【注意】 (−a)n は符号に注意して計算する．

n が偶数のとき，(−a)n = an であり，n が奇数のとき，(−a)n = −an である．

問題 I1.1.3 ⋆ 解答 p.226 ▶ 節末 I1.1.2

次の計算をせよ．
(1) 3x2y × (−4xy2)2 (2) 5abc2(2a2 − 3b+ 4c)

(3) (x− 3)(x2 + 4x− 7) (4) (x3 − 2x+ 5)(3x2 − x+ 4)
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https://www.youtube.com/watch?v=8ibtxFeyxvU


数学 I
1.1

1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.4 ⋆乗法公式を用いた展開

次の式を展開せよ．
(1) (x+ 1)2 (2) (x− 2y)2 (3) (3ab+ 1)(3ab− 1)

(4) (a+ 2b)(a− 3b) (5) (3x+ 2)(4x+ 1) (6) (x+ y − z)2  

 

解説動画

考え方 分配法則を考えると，公式を用いなくても展開することができるが，後に学ぶ因数分解のためにも公式による手
法を覚えておくとよい．

解答
(1) (x+ 1)2 = x2 + 2 · x · 1 + 12 = x2 + 2x+ 1

(2) (x− 2y)2 = x2 − 2 · x · 2y + (2y)2 = x2 − 4xy + 4y2

(3) (3ab+ 1)(3ab− 1) = (3ab)2 − 12 = 9a2b2 − 1

(4) (a+ 2b)(a− 3b) = a2 + {2b+ (−3b)}a+ 2b · (−3b) = a2 − ab− 6b2

(5) (3x+ 2)(4x+ 1) = 3 · 4x2 + (3 · 1 + 2 · 4)x+ 2 · 1 = 12x2 + 11x+ 2

(6) (x+ y − z)2 = {x+ y + (−z)}2

= x2 + y2 + (−z)2 + 2 · x · y + 2 · y · (−z) + 2 · (−z) · x

= x2 + y2 + z2 + 2xy − 2yz − 2zx

【別解】 (x+ y − z)2 = {(x+ y)− z}2

= (x+ y)2 − 2(x+ y)z + z2

=
(
x2 + 2xy + y2

)
− 2xz − 2yz + z2

= x2 + y2 + z2 + 2xy − 2yz − 2zx

◀ (a+ b)2

=a2 + 2ab+ b2

◀ (a− b)2

=a2 − 2ab+ b2

◀ (a+ b)(a− b)

=a2 − b2

◀ (x+ a)(x+ b)

=x2 + (a+ b)x+ ab

◀ (ax+ b)(cx+ d)

= acx2 + (ad+ bc)x+ bd

◀ (a+ b+ c)2

=a2 + b2 + c2

+ 2ab+ 2bc+ 2ca

◀ x+ y = Aとおくと，

(A− z)2 = A2 − 2Az + z2

◀ 輪環の順に整理するとよい．

乗法公式

(i) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (ii) (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

(iii) (a+ b)(a− b) = a2 − b2 (iv) (x+ a)(x+ b) = x2 + (a+ b)x+ ab

(v) (ax+ b)(cx+ d) = acx2 + (ad+ bc)x+ bd (vi) (a+ b+ c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca

【注意】乗法公式 (v) を用いる (5)のような展開は，分配法則を用いても計算の手間に大差がない．乗法公式
(v)は後に学ぶ因数分解において大切であるが，乗法公式の中では公式として覚える価値が低い（実用的では
ない）．なお，(6)は輪環の順ではない x2 + y2 + z2 + 2xy − 2yz − 2xz なども正答である．

問題 I1.1.4 ⋆ 解答 p.226

次の式を展開せよ．
(1) (x+ 3)2 (2) (k − 2)2 (3) (x+ 2y)(x− 2y)

(4) (x− 2y)(x− 5y) (5) (4a+ 2b)(3a+ b) (6) (2x− y − z)2
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https://www.youtube.com/watch?v=laejijLmsZI


数学 I
1.1

1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.5 ⋆⋆乗法公式（3次）を用いた展開

次の式を展開せよ．
(1) (2x+ 1)3 (2) (3x− 4y)3

(3) (2x+ 1)(4x2 − 2x+ 1) (4) (4a− 3b)(16a2 + 12ab+ 9b2)

(5) (x+ 2)3(x− 2)3 (6) (x+1)(x− 1)(x2 + x+1)(x2 − x+1)

 

 

解説動画

考え方 3次の乗法公式を用いるときは，符号に注意すること．
3次の乗法公式

(a + b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3, (a − b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3,

(a + b)
(
a2 − ab+ b2

)
= a3 + b3, (a − b)

(
a2 + ab+ b2

)
= a3 − b3

解答
(1) (2x+ 1)3 = (2x)3 + 3(2x)2 · 1 + 3(2x) · 12 + 13

= 8x3 + 12x2 + 6x+ 1

(2) (3x− 4y)3 = (3x)3 − 3(3x)2 · 4y + 3 · 3x · (4y)2 − (4y)3

= 27x3 − 108x2y + 144xy2 − 64y3

(3) (2x+ 1)(4x2 − 2x+ 1) = (2x+ 1){(2x)2 − 2x · 1 + 12}

= (2x)3 + 13

= 8x3 + 1

(4) (4a− 3b)(16a2 + 12ab+ 9b2) = (4a− 3b){(4a)2 + 4a · 3b+ (3b)2}

= (4a)3 − (3b)3

= 64a3 − 27b3

(5) (x+ 2)3(x− 2)3 = {(x+ 2)(x− 2)}3

= (x2 − 4)3

= (x2)3 − 3(x2)2 · 4 + 3x2 · 42 − 43

= x6 − 12x4 + 48x2 − 64

(6) (x+ 1)(x− 1)(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)

=(x+ 1)(x2 − x+ 1)(x− 1)(x2 + x+ 1)

=(x3 + 1)(x3 − 1)

=x6 − 1

◀ (a+ b)3

=a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

◀ (a− b)3

=a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

◀ (a+ b)(a2 − ab+ b2)

=a3 + b3

◀ (a− b)(a2 + ab+ b2)

=a3 − b3

◀ 先に 3 次の乗法公式を用
いて展開してもよいが，計
算に手間が掛かる．そこで，
(a+ b)(a− b) = a2 − b2 の利
用を考える．

◀ (a+ b)(a− b) = a2 − b2

問題 I1.1.5 ⋆⋆ 解答 p.227

次の式を展開せよ．
(1) (x+ 3)3 (2) (2x− 5y)3

(3) (3x− 2)(9x2 + 6x+ 4) (4) (5a+ 2b)(25a2 − 10ab+ 4b2)

(5) (x− 3)3(x+ 3)3 (6) (x+ 2)(x− 2)(x2 + 2x+ 4)(x2 − 2x+ 4)
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https://www.youtube.com/watch?v=Y4Sz8xnWXtU


数学 I
1.1

1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.6 ⋆⋆おき換えを用いた展開

次の式を展開せよ．
(1) (x− y + 2)(x− y − 4) (2) (3x+ 4y − z)(3x− 4y + z)

(3) (a+ b− c+ d)(a+ b+ c− d)
 

 

解説動画

考え方 分配法則を用いて展開してもよいが，計算に手間が掛かる．共通する部分を探し，それを 1つの文字でおき換え
るか括弧でくくると，適用できる乗法公式がわかる．
(1) (x− y + 2)(x− y − 4) = (A+ 2)(A− 4)

(2) (3x+ 4y − z)(3x− 4y + z) = {3x+ (4y − z)}{3x− (4y − z)} = (3x+A)(3x−A)

(3) (a+ b− c+ d)(a+ b+ c− d) = {(a+ b) + (c− d)}{(a+ b)− (c− d)} = (A+B)(A−B)

解答
(1) (x− y + 2)(x− y − 4)

={(x− y) + 2}{(x− y)− 4}

=(x− y)2 − 2(x− y)− 8

=x2 − 2xy + y2 − 2x+ 2y − 8

(2) (3x+ 4y − z)(3x− 4y + z)

={3x+ (4y − z)}{3x− (4y − z)}

=(3x)2 − (4y − z)2

=9x2 −
(
16y2 − 8yz + z2

)
=9x2 − 16y2 + 8yz − z2

(3) (a+ b+ c− d)(a+ b− c+ d)

={(a+ b) + (c− d)}{(a+ b)− (c− d)}

=(a+ b)2 − (c− d)2

=
(
a2 + 2ab+ b2

)
−
(
c2 − 2cd+ d2

)
=a2 + b2 − c2 − d2 + 2ab+ 2cd

◀ x− y = Aとおくと，
(A+ 2)(A− 4)

=A2 − 2A− 8

◀ −(4y − z) とくくると，
4y − z が共通する部分となる．

◀ 4y − z = Aとおくと，
(3x+A)(3x−A)

=9x2 −A2

◀ a+ b− c+ d

=(a+ b)− (c− d)

◀ a + b = A, c − d = B と
おくと，(A + B)(A − B) =

A2 −B2

One Point
共通する部分を探し，括弧でくくる．

問題 I1.1.6 ⋆⋆ 解答 p.228 ▶ 節末 I1.1.3 ▶ 章末 I1.1

次の式を展開せよ．
(1) (x+ 2y − 3)(x+ 2y + 5) (2) (4a− 3b+ c)(4a+ 3b− c)

(3) (p+ q − r + s)(p+ q + r − s)
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https://www.youtube.com/watch?v=WOpuque6MBQ


数学 I
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1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.7 ⋆⋆掛ける順序や組み合わせを工夫した展開

次の式を展開せよ．
(1) (x− 1)(x− 4)(x+ 3)(x+ 6) (2) (x− 2)(x+ 2)

(
x2 + 4

) (
x4 + 4

)
(3) (p− q)2(p+ q)2

(
p2 + q2

)2  
 

解説動画

考え方 掛ける順序や組み合わせを意識せずに，左から順に分配法則を用いて展開してもよいが，計算に手間が掛かるこ
とがある．そこで，乗法公式が利用できるように，掛ける順序や組み合わせを工夫して展開する．例えば (1)は，組み合わ
せを工夫して掛け算を行うと，共通する部分 x2 + 2xが見つかる．

解答
(1) (x− 1)(x− 4)(x+ 3)(x+ 6)

=(x− 1)(x+ 3)× (x− 4)(x+ 6)

=
(
x2 + 2x− 3

) (
x2 + 2x− 24

)
=
{(
x2 + 2x

)
− 3
}{(

x2 + 2x
)
− 24

}
=
(
x2 + 2x

)2 − 27
(
x2 + 2x

)
+ 72

=x4 + 4x3 + 4x2 − 27x2 − 54x+ 72

=x4 + 4x3 − 23x2 − 54x+ 72

(2) (x− 2)(x+ 2)
(
x2 + 4

) (
x4 + 4

)
=
(
x2 − 4

) (
x2 + 4

) (
x4 + 4

)
=
(
x4 − 16

) (
x4 + 4

)
=x8 + 4x4 − 16x4 − 64

=x8 − 12x4 − 64

(3) (p− q)2(p+ q)2
(
p2 + q2

)2
=
{
(p− q)(p+ q)

(
p2 + q2

)}2
=
{(
p2 − q2

) (
p2 + q2

)}2
=
¶(
p2
)2 − (q2)2©2

=
(
p4 − q4

)2
=p8 − 2p4q4 + q8

◀ 共通する部分が見つかるよ
うに，組み合わせを工夫する．

◀ x2 + 2x = Aとおくと，
(A− 3)(A− 24)

=A2 − 27A+ 72

◀ (a + b)(a − b) = a2 − b2

を利用して，(x − 2)(x + 2)

を先に計算する．
◀ (a + b)(a − b) = a2 − b2

を再度利用する．

◀ A2B2 = (AB)2

◀ (a+ b)(a− b) = a2 − b2

( ) ( ) ( ) ( )

One Point
掛ける順序や組み合わせを工夫して，計算を簡単にする．

問題 I1.1.7 ⋆⋆ 解答 p.229

次の式を展開せよ．
(1) (x− 4)(x− 5)(x+ 2)(x+ 3) (2) (x− 3)(x+ 3)

(
x2 + 9

) (
x4 + 9

)
(3) (m− n)2

(
m2 +mn+ n2

)2
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https://www.youtube.com/watch?v=X4vRjKwg4IA
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1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.8 ⋆因数分解の基本

次の式を因数分解せよ．
(1) 3x3y + 9x2y + 15xy3 (2) xy − y − x+ 1 (3) x2 + 10x+ 25

(4) 9a3 − 6a2 + a (5) 16x2 − (x+ 1)2 (6) a2 + 5a+ 6  

 

解説動画

考え方 1つの多項式について，多項式の積の形に変形することを，因数分解するという．因数分解は，展開の逆の操作で
ある．(3)以降は，因数分解の公式の利用を考える．

(1) 共通因数のくくり出しを考える． (2) −x+ 1 = −(x− 1)と変形する． (3) a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2

(4) a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2 (5) a2 − b2 = (a+ b)(a− b) (6) x2+(a+b)x+ab = (x+a)(x+b)

解答
(1) 3x3y + 9x2y + 15xy3 = 3xy(x2 + 3x+ 5y2)

(2) xy − y − x+ 1 = (x− 1)y − (x− 1) = (x− 1)(y − 1)

(3) x2 + 10x+ 25 = x2 + 2 · x · 5 + 52 = (x+ 5)2

(4) 9a3 − 6a2 + a = a(9a2 − 6a+ 1) = a{(3a)2 − 2 · 3a · 1 + 12} = a(3a− 1)2

(5) 16x2 − (x+ 1)2 = {4x+ (x+ 1)}{4x− (x+ 1)}

= (4x+ x+ 1)(4x− x− 1)

= (5x+ 1)(3x− 1)

(6) a2 + 5a+ 6 = a2 + (2 + 3)a+ 2 · 3 = (a+ 2)(a+ 3)

◀ 3, 9, 15の最大公約数は 3

である．
◀ y について整理すると，共
通因数 x− 1が見つかる．
◀ a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2

◀ 先に aをくくり出す．

◀ 括弧を外すときは符号に注
意すること．

◀ 和が 5，積が 6になる数を
探す．

因数分解の公式

(i) a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2 (ii) a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2

(iii) a2 − b2 = (a+ b)(a− b) (iv) x2 + (a+ b)x+ ab = (x+ a)(x+ b)

【注意】因数分解は，先にくくり出しを試みる．次に，因数分解の公式の利用を考えるとよい．

問題 I1.1.8 ⋆ 解答 p.229

次の式を因数分解せよ．
(1) 4x3y2 + 8x2y2 + 12xy3 (2) ab− b− a+ 1 (3) x2 − 14x+ 49

(4) 25m3 − 20m2 + 4m (5) 9y2 − (y − 2)2 (6) x2 + 7x+ 10
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https://www.youtube.com/watch?v=hrySLaJzxpE
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1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.9 ⋆たすき掛けを用いた因数分解

次の式を因数分解せよ．
(1) 3x2 + 7x+ 2 (2) 3x2 − 4x− 15 (3) 3x2 + 8xy + 4y2

 

 

解説動画

考え方 たすき掛けを用いて，acx2 + (ad+ bc)x+ bd = (ax+ b)(cx+ d)を満たす a, b, c, dの組み合わせを考える．な
お，たすき掛けの因数分解は，実用的には計算の手間に大差がなかった乗法公式 (ax+ b)(cx+d) = acx2+(ad+ bc)x+ bd

の逆の操作である．
解答

(1) 3x2 + 7x+ 2 = (x+ 2)(3x+ 1) 1

3

2

1

6

1

7

(2) 3x2 − 4x− 15 = (x− 3)(3x+ 5) 1

3

−3

5

−9

5

−4

(3) 3x2 + 8xy + 4y2 = (x+ 2y)(3x+ 2y) 1

3

2y

2y

6y

2y

8y

◀ （失敗例）

◀ （失敗例）

◀ y を忘れないように注意す
ること．

1

3

1

2

3

2

5

1

3

3

−5

9

−5

4

因数分解の公式 (たすき掛け)

acx2 + (ad+ bc)x+ bd = (ax+ b)(cx+ d)

【注意】例えば (1)は，3x2 + 7x+ 2が (ax+ b)(cx+ d)の形に因数分解できるとすると，

3x2 + 7 x+ 2 = (ax+ b)(cx+ d) = ac x2 + (ad+ bc)x+ bd

したがって，ac = 3, ad+ bc = 7, bd = 2 を満たす a, b, c, dを見つければよい．

ac = 3 より， 1× 3, bd = 2 より，1× 2, (−1)× (−2)

などの分解を考える．下の図式のように，a, b, c, d の組み合わせにおいて ad + bc = 7 を満たすものは，
a = 1, b = 2, c = 3, d = 1が該当する（成功するまで，様々な a, b, c, dの組み合わせを試す）．

a

c

b

d

bc

ad

ad+ bc

（失敗例）
1

3

1

2

3

2

5

（失敗例）
1

3

−1

−2

−3

−2

−5

（成功例）
1

3

2

1

6

1

7

よって，3x2 + 7x+ 2 = (x+ 2)(3x+ 1)と因数分解できる．このような計算を，たすき掛けという．

問題 I1.1.9 ⋆ 解答 p.230

次の式を因数分解せよ．
(1) 2x2 + 5x+ 3 (2) 4x2 − 11x− 3 (3) 6x2 + 13xy + 6y2
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https://www.youtube.com/watch?v=ZrbKOpHClE8
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1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.10 ⋆⋆因数分解（3次式）

次の式を因数分解せよ．
(1) x3 + 64 (2) 8a3 − 125b3

(3) x3 + 3x2 + 3x+ 1 (4) x3 + 2x2 − 9x− 18  

 

解説動画

考え方 3次式の因数分解を用いるときは，符号に注意すること．
3次式の因数分解の公式

a3 + b3 = (a + b)
(
a2 − ab+ b2

)
, a3 − b3 = (a − b)

(
a2 + ab+ b2

)
a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = (a + b)3, a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3 = (a − b)3

なお，(4)のように公式が使えない場合は，組み合わせを工夫して共通因数のくくり出しを考えるとよい．

解答
(1) x3 + 64 = x3 + 43

= (x+ 4){x2 − x · 4 + 42}

= (x+ 4)(x2 − 4x+ 16)

(2) 8a3 − 125b3 = (2a)3 − (5b)3

= (2a− 5b){(2a)2 + 2a · 5b+ (5b)2}

= (2a− 5b)(4a2 + 10ab+ 25b2)

(3) x3 + 3x2 + 3x+ 1 = (x+ 1)3

【別解】 x3 + 3x2 + 3x+ 1 = (x3 + 1) + (3x2 + 3x)

= (x+ 1)(x2 − x+ 1) + 3x(x+ 1)

= (x+ 1){(x2 − x+ 1) + 3x}

= (x+ 1)(x2 + 2x+ 1)

= (x+ 1)(x+ 1)2

= (x+ 1)3

(4) x3 + 2x2 − 9x− 18 = (x3 + 2x2)− (9x+ 18)

= x2(x+ 2)− 9(x+ 2)

= (x+ 2)(x2 − 9)

= (x+ 2)(x− 3)(x+ 3)

◀ a3 + b3

=(a+ b)(a2 − ab+ b2)

◀ a3 − b3

=(a− b)(a2 + ab+ b2)

◀ a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

=(a+ b)3

◀ 組み合わせを工夫する．

◀ x3 + 1 = x3 + 13

◀ x+ 1をくくり出す．

◀ x+ 2をくくり出す．

問題 I1.1.10 ⋆⋆ 解答 p.230 ▶ 節末 I1.1.4

次の式を因数分解せよ．
(1) x3 − 27 (2) 27m3 + 8n3

(3) x3 − 6x2 + 12x− 8 (4) x3 − 4x2 − x+ 4
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https://www.youtube.com/watch?v=1Lt8X4z1ShE
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例題 I1.1.11 ⋆⋆因数分解の工夫（次数の低い文字に着目）

次の式を因数分解せよ．
(1) 4a2 + 2ab+ b− 1 (2) x3 + x2y + 2xy + y2 − 1

(3) a2 + 2ab+ ac+ b2 + bc
 

 

解説動画

考え方 一般に，式は次数が低いほど扱いやすい．例えば，(2)は次数の高い xに着目すると，

x3 + x2y + 2xy + (y + 1)(y − 1)

となり，因数分解の見通しが立てにくい．それに対して，次数の低い y に着目すると，

y2 +
(
x2 + 2x

)
y + x3 − 1 = y2 +

(
x2 + 2x

)
y + (x− 1)

(
x2 + x+ 1

)
となり，因数分解の見通しが立つ（全体を y の 2次式と考えると，たすき掛けを用いた因数分解が適用できる形である）．
このように，複数の文字を含む式の因数分解は，次数の低い文字に着目するとよい．

解答
(1) 4a2 + 2ab+ b− 1 = (2a+ 1)b+ 4a2 − 1

= (2a+ 1)b+ (2a+ 1)(2a− 1)

= (2a+ 1)(2a+ b− 1)

(2) x3 + x2y + 2xy + y2 − 1

=y2 +
(
x2 + 2x

)
y +

(
x3 − 1

)
=y2 +

(
x2 + 2x

)
y + (x− 1)

(
x2 + x+ 1

)
=
{
y +

(
x2 + x+ 1

)}
{y + (x− 1)}

=
(
x2 + x+ y + 1

)
(x+ y − 1)

1

1

x2 + x+ 1

x− 1

x2 + x+ 1

x− 1

x2 + 2x

◀ y について整理する．

◀ a3 − b3

=(a− b)(a2 + ab+ b2)

を用いて因数分解する．さら
に，全体を y の 2次式と考え
て，たすき掛けを用いて因数
分解する．(3) a2 + 2ab+ ac+ b2 + bc

=(a+ b)c+
(
a2 + 2ab+ b2

)
=(a+ b)c+ (a+ b)2

=(a+ b){c+ (a+ b)}

=(a+ b)(a+ b+ c)

◀ bについて整理する．

◀ 2a+ 1をくくり出す．

◀ a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2

One Point
複数の文字を含む式の因数分解は，次数の低い文字に着目するとよい．

問題 I1.1.11 ⋆⋆ 解答 p.231 ▶ 節末 I1.1.4

次の式を因数分解せよ．
(1) 9x2 + 3xy + y − 1 (2) x3 + x2y + 3xy + y2 + 2y − 8

(3) xy + xz − y2 − z2 − 2yz
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https://www.youtube.com/watch?v=FC-EQgTd1MI
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例題 I1.1.12 ⋆⋆因数分解の工夫 (次数が同じ場合)

次の式を因数分解せよ．
(1) x2 + 3xy + 2y2 − x− 3y − 2 (2) 2x2 + 5xy + 3y2 − 3x− 5y − 2

 

 

解説動画

考え方 複数の文字を含む式の因数分解は，次数の低い文字に着目するとよい．しかし，(1)，(2)のように，x, y どちら
についても次数が同じ場合がある（x, y ともに 2次式である）．このような場合は，どちらかの文字で整理すればよい．な
お，解答において (1)は，x2 の係数が 1であることから xについて整理している（計算が楽になることが見込まれる）．

解答
(1) x2 + 3xy + 2y2 − x− 3y − 2

=x2 + (3y − 1)x+
(
2y2 − 3y − 2

)
=x2 + (3y − 1)x+ (y − 2)(2y + 1) · · · (i)

={x+ (y − 2)}{x+ (2y + 1)} · · · (ii)

=(x+ y − 2)(x+ 2y + 1)

(i)

1

2

−2

1

−4

1

−3

(ii)

1

1

y − 2

2y + 1

y − 2

2y + 1

3y − 1

(2) 2x2 + 5xy + 3y2 − 3x− 5y − 2

=2x2 + (5y − 3)x+
(
3y2 − 5y − 2

)
=2x2 + (5y − 3)x+ (y − 2)(3y + 1) · · · (i)

={x+ (y − 2)}{2x+ (3y + 1)} · · · (ii)

=(x+ y − 2)(2x+ 3y + 1)

(i)

1

2

−2

1

−4

1

−3

(ii)

1

2

y − 2

3y + 1

2y − 4

3y + 1

5y − 3

◀ 先に，(i) のように 2y2 −
3y − 2をたすき掛けを用いて
因数分解する．次に，(ii)のよ
うに全体を xの 2次式と考え
て，たすき掛けを用いて因数
分解する．

◀ y について整理して，因数
分解してもよい．

問題 I1.1.12 ⋆⋆ 解答 p.231 ▶ 節末 I1.1.4

次の式を因数分解せよ．
(1) x2 + 4xy + 3y2 − 2x− 8y − 3 (2) 3x2 + 11xy + 10y2 − x− 3y − 4
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https://www.youtube.com/watch?v=u1BgF3p33m0
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例題 I1.1.13 ⋆⋆因数分解の工夫 (おき換え)

次の式を因数分解せよ．
(1) (x+ 4y)2 − 7(x+ 4y) + 10 (2)

(
x2 − 3x

) (
x2 − 3x− 2

)
− 8

(3) (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4)− 24
 

 

解説動画

考え方 (1)は，展開してから 1つの文字に着目して因数分解してもよいが，計算に手間が掛かる．そこで，式の特徴に合
わせて，共通する部分を見つけることを考える．(2)はそのままでも共通する部分があるが，(3)はそのままでは共通する
部分がないので，組み合わせを工夫して共通する部分を見つける．

解答
(1) (x+ 4y)2 − 7(x+ 4y) + 10

={(x+ 4y)− 2}{(x+ 4y)− 5}

=(x+ 4y − 2)(x+ 4y − 5)

(2)
(
x2 − 3x

) (
x2 − 3x− 2

)
− 8

=
(
x2 − 3x

) {(
x2 − 3x

)
− 2
}
− 8

=
(
x2 − 3x

)2 − 2
(
x2 − 3x

)
− 8

=
{(
x2 − 3x

)
− 4
}{(

x2 − 3x
)
+ 2
}

=
(
x2 − 3x− 4

) (
x2 − 3x+ 2

)
=(x+ 1)(x− 4)(x− 1)(x− 2)

(3) (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4)− 24

=(x+ 1)(x+ 4)× (x+ 2)(x+ 3)− 24

=
(
x2 + 5x+ 4

) (
x2 + 5x+ 6

)
− 24

=
{(
x2 + 5x

)
+ 4
}{(

x2 + 5x
)
+ 6
}
− 24

=
(
x2 + 5x

)2
+ 10

(
x2 + 5x

)
=
(
x2 + 5x

) {(
x2 + 5x

)
+ 10

}
=x(x+ 5)

(
x2 + 5x+ 10

)

◀ x+ 4y = Aとおくと，
A2 − 7A+ 10

=(A− 2)(A− 5)

◀ x2 − 3x = Aとおくと，
A(A− 2)− 8

=A2 − 2A− 8

=(A− 4)(A+ 2)

◀ 共通する部分が現れるよう
に，組み合わせを工夫する．

◀ x2 + 5x = Aとおくと，
(A+ 4)(A+ 6)− 24

=A2 + 10A

=A(A+ 10)

( ) ( ) ( ) ( )

One Point
共通する部分を探し，くくり出しや因数分解の公式の適用を考える．

【注意】 (2)や (3)において，それぞれ (x2 − 3x− 4)(x2 − 3x+2), (x2 +5x)(x2 +5x+10)と答えてしまわな
いように注意すること．因数分解はできるところまでするように心掛けよう（確認する習慣をつけるとよい）．

問題 I1.1.13 ⋆⋆ 解答 p.232 ▶ 節末 I1.1.4

次の式を因数分解せよ．
(1) (x+ 3y)2 − 5(x+ 3y) + 6 (2)

(
x2 − 2x

) (
x2 − 2x− 3

)
− 4

(3) (x− 1)(x+ 1)(x+ 4)(x+ 6) + 24
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https://www.youtube.com/watch?v=b6HrOYW8Ihs
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例題 I1.1.14 ⋆⋆因数分解（対称式，交代式）

次の式を因数分解せよ．
(1) a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2 + 2abc

(2) a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b)  

 

解説動画

考え方 a, b, cいずれについても 2次式であるから，例えば aについて整理する．また，答えを記すときは，慣習として
輪環の順に整理することが多い．

解答
(1) a2b+ ab2 + b2c+ bc2 + c2a+ ca2 + 2abc

=(b+ c)a2 +
(
b2 + 2bc+ c2

)
a+ b2c+ bc2

=(b+ c)a2 + (b+ c)2a+ (b+ c)bc

=(b+ c)
{
a2 + (b+ c)a+ bc

}
=(b+ c)(a+ b)(a+ c)

=(a+ b)(b+ c)(c+ a)

(2) a2(b− c) + b2(c− a) + c2(a− b)

=(b− c)a2 + b2c− ab2 + c2a− bc2

=(b− c)a2 −
(
b2 − c2

)
a+ (b− c)bc

=(b− c)a2 − (b+ c)(b− c)a+ (b− c)bc

=(b− c)
{
a2 − (b+ c)a+ bc

}
=(b− c)(a− b)(a− c)

=− (a− b)(b− c)(c− a)

◀ aについて整理する．

◀ b+ cをくくり出す．

◀ このままでも正答であるが，
輪環の順に整理するとよい．

◀ aについて整理する．

◀ b− cをくくり出す．

◀ このままでも正答であるが，
輪環の順に整理するとよい．

【余談】 a, b, cの多項式で，a, b, cのどの 2つの文字を入れ替えても，もとの式と同じ式になるものを対称
式という．
また，a, b, cの多項式で，a, b, cのどの 2つの文字を入れ替えても，もとの式と符号だけ変わる式になる

ものを交代式という．
例えば，2つの文字 a, bの対称式は a2 + b2, a3 + b3，交代式は a− b, a2 − b2 などがある．
さらに，(2)のような 3つの文字の交代式は，

さい
最
かん
簡交代式といわれる (a− b)(b− c)(c− a)を因数にもつこ

とが知られている．

問題 I1.1.14 ⋆⋆ 解答 p.233 ▶ 章末 I1.2

次の式を因数分解せよ．
(1) (a+ b)(b+ c)(c+ a) + abc (2) ab(a− b) + bc(b− c) + ca(c− a)
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https://www.youtube.com/watch?v=CPTPpZBFS_4


数学 I
1.1

1 数と式 1.1 式の展開と因数分解

例題 I1.1.15 ⋆⋆⋆因数分解（a3 + b3 + c3 − 3abcの形）

(1) a3 + b3 = (a+ b)3 − 3ab(a+ b)であることを用いて，a3 + b3 + c3 − 3abcを因数分解
せよ．
(2) x3 + y3 + 3xy − 1を因数分解せよ．  

 

解説動画

考え方 a3 + b3 = (a+ b)3 − 3ab(a+ b) · · · (i) を用いて変形すると，

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b)3 − 3ab(a+ b) + c3 − 3abc = (a+ b)3 + c3 − 3ab{(a+ b) + c}

ここで， (a+ b)3 + c3 について 3次式の因数分解の公式 a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)か (i)を適用すると，さらに因
数分解することができる．
(2)は，(1)で得られた式 a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)を用いる．

解答
(1) a3 + b3 + c3 − 3abc

=(a+ b)3 − 3ab(a+ b) + c3 − 3abc

={(a+ b)3 + c3} − 3ab(a+ b)− 3abc

=(a+ b+ c){(a+ b)2 − (a+ b)c+ c2} − 3ab(a+ b+ c)

=(a+ b+ c){(a+ b)2 − (a+ b)c+ c2 − 3ab}

=(a+ b+ c)(a2 + 2ab+ b2 − ac− bc+ c2 − 3ab)

=(a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

【別解】 a3 + b3 + c3 − 3abc

=(a+ b)3 − 3ab(a+ b) + c3 − 3abc

={(a+ b)3 + c3} − 3ab(a+ b)− 3abc

={(a+ b) + c}3 − 3(a+ b)c{(a+ b) + c} − 3ab(a+ b+ c)

=(a+ b+ c)
{
(a+ b+ c)2 − 3(a+ b)c− 3ab

}
=(a+ b+ c)

(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
(2) x3 + y3 + 3xy − 1

=x3 + y3 + (−1)3 − 3x · y · (−1)

={x+ y + (−1)}{x2 + y2 + (−1)2 − x · y − y · (−1)− (−1) · x}

=(x+ y − 1)(x2 + y2 − xy + x+ y + 1)

◀ a3 + b3

= (a+ b)3 − 3ab(a+ b)

◀ (a+ b)3 + c3 に 3次式の因
数分解の公式を適用する．
◀ a + b + c が共通因数とな
る．

◀ 輪環の順に整理する．

◀ a+ b = Aとおくと，
A3 + c3

=(A+ c)3 − 3Ac(A+ c)

◀ (1)において，a = x, b =

y, c = −1の場合である（そ
れぞれ代入する）．

因数分解の公式（3次式）

a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

問題 I1.1.15 ⋆⋆⋆ 解答 p.233 ▶ 節末 I1.1.5

次の式を因数分解せよ．
(1) p3 + q3 + 3pq − 1 (2) (x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3
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https://www.youtube.com/watch?v=KqNUbM-QK6w
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例題 I1.1.16 ⋆⋆⋆因数分解（ax4 + bx2 + cの形）

次の式を因数分解せよ．
(1) x4 − 7x2 + 12 (2) x4 + 2x2 + 9 (3) x4−15x2y2+9y4 (4) 4x4 + 1

 

 

解説動画

考え方 ax4 + bx2 + cの形の式を，複 2次式という（各項の次数が偶数の 4次式のことを指すことが多いが，次数が偶数
の 6次以上の式を指すこともある）．x2 = Aとおき，aA2 + bA+ cの形に変形したとき，公式を用いた因数分解が直接で
きない場合は，平方の差の形を作ることを考える．
(1) x2 = Aとおくと，A2 − 7A+ 12となり，因数分解の公式 x2 + (a+ b)x+ ab = (x+ a)(x+ b)を使うことができる．
(2) x2 = Aとおいても，A2 +2A+9となり，直接公式を用いた因数分解ができない．そこで，x4 と定数項 9に注目して，
(x2 + 3)2 または (x2 − 3)2 を作ることを考える．ここでは (x2 + 3)2 を作れば，平方の差の形に変形することができる．

解答
(1) x4 − 7x2 + 12 = (x2 − 4)(x2 − 3) = (x+ 2)(x− 2)(x2 − 3)

(2) x4 + 2x2 + 9 = (x4 + 6x2 + 9)− 4x2

= (x2 + 3)2 − (2x)2

= {(x2 + 3) + 2x}{(x2 + 3)− 2x}

= (x2 + 2x+ 3)(x2 − 2x+ 3)

(3) x4 − 15x2y2 + 9y4 = (x4 − 6x2y2 + 9y4)− 9x2y2

= (x2 − 3y2)2 − 9x2y2

= {(x2 − 3y2) + 3xy}{(x2 − 3y2)− 3xy}

= (x2 + 3xy − 3y2)(x2 − 3xy − 3y2)

(4) 4x4 + 1 = (4x4 + 4x2 + 1)− 4x2

= (2x2 + 1)2 − (2x)2

= {(2x2 + 1) + 2x}{(2x2 + 1)− 2x}

= (2x2 + 2x+ 1)(2x2 − 2x+ 1)

◀ x2 = Aとおくと，

A2−7A+12 = (A−4)(A−3)

◀ x4 と定数項 9より，(x2 +

3)2 または (x2 − 3)2 を作る
ことを考える．

◀ x4と 9y4より，(x2+3y2)2

または (x2 − 3y2)2 を作るこ
とを考える．

◀ 4x4と定数項 1より，(2x2+

1)2 または (2x2 − 1)2 を作る
ことを考える．

One Point

ax4 + bx2 + c の形の因数分解 → x2 = A とおき換える．
→ 公式を用いた因数分解が直接できないときは，平方の差を作る．

x4 + 2x2 + 9︸︷︷︸
3×3

= x4 + 6︸︷︷︸
2×3

x2 + 9︸︷︷︸
3×3

−4x2 =
(
x2 + 3

)2 − (2x)2

問題 I1.1.16 ⋆⋆⋆ 解答 p.234 ▶ 節末 I1.1.5

次の式を因数分解せよ．
(1) x4 − 11x2 + 18 (2) x4 + 4x2 + 16 (3) x4 − 8x2y2 + 4y4
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節末問題 1.1 式の展開と因数分解

節末 I1.1.1 ⋆ 解答（節末）p.235 ▶ 例題 I1.1.1

ある多項式に 5x2 − 3x+ 1 を加えるところを誤って引いたので，答えが −3x2 + 12x− 5

になった．正しい答えを求めよ．

節末 I1.1.2 ⋆⋆ 解答（節末）p.235 ▶ 例題 I1.1.3(
x3 − 4x2 + 2x+ 3

) (
x3 + x2 − x+ 2

)の展開式において，x5 と x3 の係数を求めよ．

節末 I1.1.3 ⋆⋆ 解答（節末）p.235 ▶ 例題 I1.1.6

次の式を展開せよ．
(1)

(
x3 + x2 + x+ 1

) (
x3 − x2 + x− 1

)
(2) (a+b+c)(b+c−a)(c+a−b)(a+b−c)

節末 I1.1.4 ⋆⋆ 解答（節末）p.236 ▶ 例題 I1.1.10 ▶ 例題 I1.1.11 ▶ 例題 I1.1.12 ▶ 例題 I1.1.13

次の式を因数分解せよ．
(1) x2y+2xy2+x2+4y2+3xy+x+2y−2 (2) (x+ y)4 − (x− y)4

(3) (x+ y)3 + z3 (4) x6 − 1

(5) a6 − 7a3 − 8 (6)
(
x2 + 6x+ 3

) (
x2 + 6x+ 7

)
+ 4

節末 I1.1.5 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.237 ▶ 例題 I1.1.15 ▶ 例題 I1.1.16

次の式を因数分解せよ．
(1) (x− z)3 + (y − z)3 − (x+ y − 2z)3 (2) 4x4 + 7x2y2 + 16y4
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1.2 実数

1.2.1 実数
(1) 自然数（Natural number）1, 2, 3, . . .に 0 と負の整数 −1, −2, −3, . . . を合
わせて整数（Zahlen）という．
【余談】Zahlenはドイツ語で数を表す．また，自然数に 0を含むという考え方もある．

(2) 整数 m と 0 ではない整数 n を使い，分数 m
n の形で表される数を有理数

（Quotient，Rational number）という．整数 m は m
1 として表すことができる

ので，整数も有理数の一種である．
(3) 整数ではない有理数を小数で表すとき，それは有限小数になるか，あるいは循環
する無限小数（循環小数）となる．
循環小数は，循環する最初と最後の数字の上に •をつけて表すことができる．また，
有限小数や循環小数は，常に分数の形で表すことができることが知られている．
(4) 整数，有限小数，または無限小数で表される数を実数（Real number）という．
(5) 実数の中で有理数ではないものを無理数という．無理数を小数で表すと，

√
3 =

1.732 . . . , π = 3.141 . . . のように循環しない無限小数となる．
自然数全体の集合，整数全体の集合，有理数全体の集合，実数全体の集合は，それぞ
れ，N, Z, Q, Rという記号で表されることもある．

実数 R有理数 Q
1
2
, 1

9
, 7
11
, 1.4, −2.5, 0.1̇3̇, . . .

無理数
√
2, −

√
3, 6

√
5, 2+

√
7, π . . .

整数 Z

0, −1, −2, −3, . . .

自然数 N
1, 2, 3, 4, . . . 実数R



有理数Q



整数 Z


自然数 N

0

負の整数

有限小数
循環小数（無限小数）

無理数（循環しない無限小数）

◀ 2つの自然数の足し算や掛
け算の結果は常に自然数であ
るが，引き算や割り算は自然
数になるとは限らない．この
ことを，自然数全体の集合は
足し算や掛け算という演算に
関して閉じている，引き算や
割り算に関して閉じていない，
という．

◀ 循環小数の例：
1

9
= 0.111 . . . = 0.1̇,

123

999
= 0.123123 . . .

= 0.1̇23̇

◀ Nといった，重ね打ちした
ような書体の文字を黒板文字
という．

1.2.2 絶対値
数直線上の点 P の座標が a のとき，P(a) と表される．原点 O(0) と P(a) の間の
距離を a の絶対値といい，記号 |a|で表す．

(1) |a| ≧ 0

(2) |a| =

{
a (a ≧ 0)

−a (a < 0)

a ≧ 0
O
0

P
a

|a|

a < 0
O
0

P
a |a|

◀ |0| = 0
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1.2.3 平方根
(1) x2 = a を満たす数 x を a の平方根という．正の数 a の平方根は 2つあり，そ
の絶対値は等しく，符号が異なる．正の平方根を √

a，負の平方根を −
√
a と表し，

両方をまとめて ±
√
a と記す．0の平方根は 0のみであり，

√
0 = 0 と定める．なお，

記号
√
を根号といい，√

a を「ルート a」と読む．

(2)
√
a2 =

®
a (a ≧ 0)

−a (a < 0)

(3) a > 0, b > 0, k > 0 のとき,

√
a
√
b =

√
ab,

√
a√
b
=

…
a

b
,

√
k2a = k

√
a

(4) 分母に根号を含む式を変形して，分母に根号を含まない式にする操作を，分母を
有理化するという．

1√
a
=

√
a

a
,

1
√
a±

√
b
=

√
a∓

√
b

a− b
（複号同順）

(5) 2つの数の大小関係は，次の原理に基づき簡単に判定できる．

α ≧ 0, β ≧ 0 のとき，
α > β ⇐⇒ α2 > β2

この原理の特別な場合として，次の関係が成立する．

a ≧ 0, b ≧ 0 のとき，
a > b⇐⇒

√
a >

√
b

(6) 根号内にさらに根号が含まれているものを 2重根号という．»
a+ b+ 2

√
ab =

»
(
√
a+

√
b)2 =

√
a+

√
b (a > 0, b > 0),»

a+ b− 2
√
ab =

»
(
√
a−

√
b)2 =

√
a−

√
b (a > b > 0)

(7) 基本的な平方根の近似値は，次のように語呂合わせを用いて記憶することが推奨
される．
√
2 = 1.41421356 . . .

ひと
一

よ
夜
ひと
一

よ
夜に

ひと
人

み
見
ごろ
頃

√
3 = 1.7320508 . . .

ひと
人

な
並みに

おご
奢れや

√
5 = 2.2360679 . . .

ふ
富

じ
士

さん
山
ろく
麓
おう
鸚

む
鵡
なく
鳴

√
6 = 2.44949

に
似よよくよく

√
7 = 2.64575 . . .

な
菜に

むし
虫いない

√
8 = 2.828427 . . .

にわ
庭には

よ
呼ぶな

◀ 4 の平方根は ±2 である．
また，

√
4 = 2, −

√
4 = −2

◀ 負の数の平方根は，実数の
範囲内では存在しない．

◀
√
a2 = |a|とも表される．

◀ 1 つの式に現れる複号 ±，
∓ において，上の符号同士，
下の符号同士を組み合わせる
ことを複号同順という．

◀ 例えば次のように平方根で
表された数の大小を判定する
ときに役立つ．
32 < 13 < 42 であるから，
√
9 <

√
13 <

√
16，すなわち，

3 <
√
13 < 4

◀
√

a+ b − 2
√
ab のとき，

√
大−

√
小 (a > b > 0)であ

ることに注意すること．
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例題 I1.2.1 ⋆循環小数

(1) 次の分数を小数の形に直し，循環小数の表し方で書け．
(i) 1

3 (ii) 3
11 (iii) 13

18

(2) 次の循環小数を分数の形で表せ．

(i) 0.2̇ (ii) 0.1̇2̇

 

 

解説動画

考え方
(1) 割り算を行い，循環する部分の最初と最後の数字の上に •をつけて表す．
(2) (i) x = 0.2̇とおくと，10x = 2.2̇となり，10xと xの差を考えることで循環する
部分を消すことができる．
(ii) 循環する部分が 2桁であるので，x = 0.1̇2̇とおいて，102x (= 100x)と xの差を
考える．

100x = 12.121212 . . .

− x = 0.121212 . . .

99x = 12

循環する部分が消える

解答
(1) (i) 1

3
= 0.33 . . . = 0.3̇

(ii) 3

11
= 0.2727 . . . = 0.2̇7̇

(iii) 13

18
= 0.722 . . . = 0.72̇

◀ 筆算などで割り算を行う．

0. 3 3 . . .

3
)

1 0

9

1 0

9

1 . . .

(2) (i) x = 0.2̇とおく．右のように計算して，

9x = 2

よって，x = 2
9

10x = 2.22 . . .

− x = 0.22 . . .

9x = 2

◀ 循環する部分が 1桁である
ので，両辺を 101 (= 10)倍す
る．

(ii) x = 0.1̇2̇とおく．右のように計算して，

99x = 12

よって，x = 12
99 = 4

33

100x = 12.121 . . .

− x = 0.121 . . .

99x = 12

◀ 循環する部分が 2桁である
ので，両辺を 102 (= 100)倍
する．なお，答えは既約分数
にする．

One Point
循環小数は，循環する桁数に着目して計算する．

【注意】 (2)の 2
9 ,

4
33 のように，分母と分子に 1以外の公約数がなく，これ以上約分できない分数のことを既約

分数という．

問題 I1.2.1 ⋆ 解答 p.238 ▶ 節末 I1.2.1

(1) 次の分数を小数の形に直し，循環小数の表し方で書け．
(i) 2

7 (ii) 5
12 (iii) 7

15

(2) 次の循環小数を分数の形で表せ．

(i) 0.4̇ (ii) 0.3̇6̇
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例題 I1.2.2 ⋆平方根の計算

次の式を計算せよ．
(1) 4

√
12−

√
18− 2

√
75 (2) (

√
3 +

√
2)(

√
3−

√
2)

(3) (
√
5 +

√
3)2 + (

√
5−

√
3)2 (4) (

√
2 +

√
3 +

√
5)(

√
2 +

√
3−

√
5)  

 

解説動画

考え方
(1) 根号内の数を素因数分解し，

√
k2a = k

√
aを用いて根号内をできるだけ小さい数にする．例えば，

√
12は，

√
12 =

√
22 · 3 = 2

√
3とする．

(2)，(3) 文字式と同じように展開して，(
√
a)2 = a, (−

√
a)2 = aを用いて計算する．

(4) 乗法公式 (a+ b)(a− b) = a2 − b2 を用いる．

2 ) 12

2 ) 6

3

解答
(1) 4

√
12−

√
18− 2

√
75 = 4

√
22 · 3−

√
32 · 2− 2

√
52 · 3

= 8
√
3− 3

√
2− 10

√
3 = −3

√
2− 2

√
3

(2) (
√
3 +

√
2)(

√
3−

√
2) = (

√
3)2 − (

√
2)2 = 3− 2 = 1

(3) (
√
5 +

√
3)2 + (

√
5−

√
3)2 = (

√
5)2 + 2

√
5
√
3 + (

√
3)2

+ (
√
5)2 − 2

√
5
√
3 + (

√
3)2

= 5 + 2
√
15 + 3 + 5− 2

√
15 + 3 = 16

(4) (
√
2 +

√
3 +

√
5)(

√
2 +

√
3−

√
5) = (

√
2 +

√
3)2 − (

√
5)2

= 2 + 2
√
6 + 3− 5 = 2

√
6

◀ 素因数分解し，根号内を小
さい数にする．

◀ (a+ b)(a− b) = a2 − b2

◀ (a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2,
√
a
√
b =

√
ab (a > 0, b > 0)

◀ (
√
2 +

√
3) = Aとおくと，

(A+
√
5)(A−

√
5) = A2 − 5

One Point

a > 0, k > 0 のとき，
√
k2a = k

√
a

【余談】今後の学習のために，
√
a2 = |a| =

 a (a ≧ 0)

−a (a < 0)
も合わせて覚えておくとよい．

問題 I1.2.2 ⋆ 解答 p.238 ▶ 節末 I1.2.2

次の式を計算せよ．
(1) 3

√
20− 2

√
45 +

√
27 (2) (

√
6 +

√
2)(

√
6−

√
2)

(3) (
√
7 +

√
2)2 − (

√
7−

√
2)2 (4) (

√
5 +

√
7 +

√
3)(

√
5 +

√
7−

√
3)
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例題 I1.2.3 ⋆⋆分母の有理化

次の式の分母を有理化して簡単にせよ．
(1) 2√

2
(2) 4√

7+
√
3

(3)
√
5√

3−1
− 1√

7−
√
5

(4) 1
1+

√
2+

√
3

 

 

解説動画

考え方
(1) 分母と分子に同じ数を掛け，(

√
a)2 = aを用いる．

(2)，(3) (
√
a+

√
b)(

√
a−

√
b) = (

√
a)2 − (

√
b)2 = a− bを用いる．

(4) 分母を 2 つの項と 1 つの項に分けて，分母と分子に同じ数を掛けることを考える．しかし，ここでは 1 回の操作で
有理化することができない．そこで，2回の操作で計算することを考える．なお，1回目の同じ数を掛ける操作において，
1− (

√
2+

√
3)と分けて分母と分子に 1− (

√
2+

√
3)を掛けるより，(1+

√
2)−

√
3と分けて分母と分子に (1+

√
2)−

√
3

を掛けた方が計算が楽になる（12 + (
√
2)2 = (

√
3)2 に着目して，項を分けるとよい）．

1− (
√
2 +

√
3)に分けた場合

1− (
√
2 +

√
3)

1− (
√
2 +

√
3)2

=
1−

√
2−

√
3

−4− 2
√
6

2回目の操作において，−4 + 2
√
6を掛けなければならない．

(1 +
√
2) +

√
3に分けた場合

1 +
√
2−

√
3

(1 +
√
2)2 − (

√
3)2

=
1 +

√
2−

√
3

2
√
2

2回目の操作において，単に
√
2を掛ければよい．

解答

(1) 2√
2
=

2×
√
2√

2×
√
2
=

2
√
2

2
=

√
2

【別解】 2√
2
=

√
2×

√
2√

2
=

√
2

(2) 4√
7 +

√
3
=

4(
√
7−

√
3)

(
√
7 +

√
3)(

√
7−

√
3)

=
4(
√
7−

√
3)

7− 3
=

√
7−

√
3

(3)
√
5√

3− 1
− 1√

7−
√
5
=

√
5(
√
3 + 1)

(
√
3− 1)(

√
3 + 1)

−
√
7 +

√
5

(
√
7−

√
5)(

√
7 +

√
5)

=

√
15 +

√
5

3− 1
−

√
7 +

√
5

7− 5
=

√
15 −

√
7

2

(4) 1

1 +
√
2 +

√
3
=

(1 +
√
2)−

√
3

{(1 +
√
2) +

√
3}{(1 +

√
2)−

√
3}

=
1 +

√
2−

√
3

(1 +
√
2)2 − (

√
3)2

=
1 +

√
2−

√
3

2
√
2

=
(1 +

√
2−

√
3)×

√
2

2
√
2×

√
2

=

√
2 + 2 −

√
6

4

◀ 分母，分子に
√
2を掛ける．

◀ (
√
7 +

√
3)(

√
7−

√
3)

=(
√
7)2 − (

√
3)2 = 4

◀ 第 1項と第 2項の分母，分子
にそれぞれ，

√
3+1,

√
7+

√
5

を掛ける．

◀ 12 + (
√
2)2 = (

√
3)2 より，

(1 +
√
2) +

√
3と項を分けて，

(1 +
√
2)−

√
3を掛ける．

◀ 更に分母を有理化する．

One Point

分母の有理化は，(
√
a+

√
b)(

√
a−

√
b) = a− bを用いる．

問題 I1.2.3 ⋆⋆ 解答 p.239 ▶ 節末 I1.2.3 ▶ 節末 I1.2.4

次の式の分母を有理化して簡単にせよ．
(1) 3√

3
(2) 5√

6+
√
2

(3)
√
10√
5−2

− 2√
11−

√
10

(4) 1√
2+

√
3+

√
5
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例題 I1.2.4 ⋆⋆2重根号

次の 2重根号を簡単な形にせよ．

(1)
√

9 + 2
√
14 (2)

√
7− 2

√
10 (3)

√
6 + 4

√
2

(4)
√

8−
√
48 (5)

√
4 +

√
15

 

 

解説動画

考え方 √
p± 2

√
q の形は，a+ b = p, ab = q（和が p，積が q）になる数 a, bを見つければ，次のように式変形できる．

a > 0, b > 0のとき，√p+ 2
√
q =
»
(a+ b) + 2

√
ab =

√
a+

√
b,

a > b > 0 のとき，
»
p − 2

√
q =
»
(a+ b) − 2

√
ab =

√
a −

√
b

»
a+ b± 2

√
ab =

√
a±

√
b

和 積

(1) 和が 9，積が 14になる 2つの数を探す．
(2) 和が 7，積が 10になる 2つの数を探す．
(3)，(4)，(5) 2

√
abの形を作るように式変形する．

解答

(1)
√
9 + 2

√
14 =

»
(7 + 2) + 2

√
7× 2 =

√
7 +

√
2

(2)
√
7− 2

√
10 =

»
(5 + 2)− 2

√
5× 2 =

√
5−

√
2

(3)
√
6 + 4

√
2 =

√
6 + 2

√
8 =
»
(4 + 2) + 2

√
4× 2 = 2 +

√
2

(4)
√
8−

√
48 =

√
8− 2

√
12 =

»
(6 + 2)− 2

√
6× 2 =

√
6−

√
2

(5) »
4 +

√
15 =

 
8 + 2

√
15

2
=

»
(5 + 3) + 2

√
5× 3

√
2

=

√
5 +

√
3√

2

=

√
2(
√
5 +

√
3)

2
=

√
10 +

√
6

2

◀ 和が 9，積が 14になる 2つ
の数は，7と 2である．
◀

√
2 −

√
5 は誤りであるの

で注意すること．
◀ 4

√
2 = 2× 2

√
2

= 2
√
22 · 2 = 2

√
8

◀
√
48 =

√
22 · 12 = 2

√
12

◀
√

4+
√

15
1 の分母，分子に

√
2を掛ける．

◀ 分母を有理化する．

2重根号»
p + 2

√
q =

»
a + b + 2

√
ab =

»
(
√
a +

√
b)2 =

√
a+

√
b (a > 0, b > 0),»

p − 2
√
q =

»
a + b − 2

√
ab =

»
(
√
a −

√
b)2 =

√
a−

√
b (a > b > 0)

【注意】 2
√
ab の 2 がない場合は， 2 を作るように式変形する．

【注意】
»
(a+ b)− 2

√
ab =

»
(
√
a−

√
b)2 =

√
a−

√
bのときの 2つの数 a, bは，a > b > 0であるので注

意すること．例えば (2)は，
√
2 >

√
5ではなく，

√
5 >

√
2であるので，

√
5− 2

√
10 =

√
2−

√
5と答えてし

まわないようにする（正しくは，
√
5− 2

√
10 =

√
5−

√
2）．

問題 I1.2.4 ⋆⋆ 解答 p.240 ▶ 節末 I1.2.5

次の 2重根号を簡単な形にせよ．

(1)
√

7− 2
√
12 (2)

√
12 + 6

√
3 (3)

√
10−

√
84 (4)

√
8 + 3

√
7
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例題 I1.2.5 ⋆⋆⋆対称式 xn + yn の値

x = 2√
3+

√
2
, y = 2√

3−
√
2
のとき，次の値を求めよ．

(1) x+ y (2) xy (3) x2 + y2 (4) x3 + y3 (5) x4 + y4 (6) x5 + y5
 

 

解説動画

考え方 x+y, x2+y2 のように，x, yを入れ替えても，もとの式と同じ式になるものを，x, yの対称式といい，x+y, xy
を基本対称式という．x, y の対称式は，基本対称式 x+ y, xy で表されることが知られている．
(3)，(4) (x+ y)2 = x2 + 2xy+ y2 より，x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy と式変形できる．3次式の場合も同様に，(x+ y)3 =

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 より，x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y)と式変形できることを用いればよい．
(6) x5 = x2 × x3 , y5 = y2 × y3 より，(

x2 + y2
)(

x3 + y3
)
= x5 + x2y3 + x3y2 + y5 = x5 + y5 + x2y2(x+ y) = x5 + y5 + (xy)2(x+ y)

よって，x5 + y5 =
(
x2 + y2

) (
x3 + y3

)
− (xy)2(x+ y)となり，(1)～(4)の結果を利用すればよい．

解答
(1)

x+ y =
2√

3 +
√
2
+

2√
3−

√
2
=

2(
√
3−

√
2) + 2(

√
3 +

√
2)

(
√
3 +

√
2)(

√
3−

√
2)

=
4
√
3

3− 2
= 4

√
3

(2) xy =
2√

3 +
√
2
· 2√

3−
√
2
=

4

3− 2
= 4

(3) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = (4
√
3)2 − 2 · 4 = 48− 8 = 40

(4) x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y) = (4
√
3)3 − 3 · 4 · 4

√
3

= 192
√
3− 48

√
3 = 144

√
3

【別解】 x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2) = 4
√
3 · (40− 4) = 144

√
3

(5) x4 + y4 = (x2 + y2)2 − 2x2y2 = 402 − 2 · 42 = 1600− 32 = 1568

(6) x5 + y5 = (x2 + y2)(x3 + y3)− x2y3 − x3y2

= (x2 + y2)(x3 + y3)− (xy)2(x+ y)

= 40 · 144
√
3− 42 · 4

√
3 = 5760

√
3− 64

√
3 = 5696

√
3

◀ x = 2√
3+

√
2

= 2
√
3 −

2
√
2, y = 2√

3−
√

2
= 2

√
3 +

2
√
2 のように，x, y のそれ

ぞれの分母を有理化してから，
x + y, xy の値を計算しても
よい．

◀ (1)，(2)で求めた x+ y =

4
√
3, xy = 4を利用する．

◀ a3 + b3

=(a+ b)(a2 − ab+ b2)

◀ (x2 + y2)2

=x4 + 2x2y2 + y4

◀ (x2 + y2)(x3 + y3)

=x5 + x2y3 + x3y2 + y5

One Point
x, y の対称式は，基本対称式 x+ y, xy で表す．

x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy, x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y)

問題 I1.2.5 ⋆⋆⋆ 解答 p.240

x =
√
5−

√
3√

5+
√
3
, y =

√
5+

√
3√

5−
√
3
のとき，次の値を求めよ．

(1) x+ y (2) xy (3) x2 + y2 (4) x3 + y3 (5) x4 + y4
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例題 I1.2.6 ⋆⋆対称式の値

x+ 1
x =

√
6のとき，次の式の値を求めよ．

(1) x2 + 1
x2 (2) x3 + 1

x3 (3) x− 1
x

 

 

解説動画

考え方
(1)，(2) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy, x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y)を用いる．
(3) (x− 1

x )
2 を用いる．

解答

(1) x2 + 1

x2
=

(
x+

1

x

)2

− 2x · 1
x
= (

√
6)2 − 2 = 4

【別解】 x+ 1
x =

√
6の両辺を 2乗すると，x2 + 2 + 1

x2 = 6

よって，x2 + 1
x2 = 4

(2)
x3 +

1

x3
=

(
x+

1

x

)3

− 3x · 1
x

(
x+

1

x

)
= (

√
6)3 − 3 · 1 ·

√
6

= 6
√
6− 3

√
6 = 3

√
6

【別解】 x3 +
1

x3
=

(
x+

1

x

)®
x2 − x · 1

x
+

(
1

x

)2
´

=

(
x+

1

x

)(
x2 +

1

x2
− 1

)
=

√
6(4− 1) = 3

√
6

(3)
(
x− 1

x

)2

= x2 − 2x · 1
x
+

1

x2
=

(
x2 +

1

x2

)
− 2 = 4− 2 = 2

したがって，(x− 1
x

)2
= 2

よって，x− 1
x = ±

√
2

◀ x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy

◀ x3 + y3

= (x+ y)3 − 3xy(x+ y)

◀ x3 + y3

=(x+ y)(x2 − xy + y2)

◀ (1)の x2 + 1
x2 = 4を用い

るために，(x− 1
x

)2 を考える．
◀ (x− y)2 = (x+ y)2 − 4xy

を用いて求めてもよい．
【注意】 1

x = yとおくと，x+ 1
x = x+ y, x2 + 1

x2 = x2 + y2, x3 + 1
x3 = x3 + y3 のように，xと yの対称式と

なる．なお，x− 1
x は対称式ではないが，

(
x− 1

x

)2 は対称式である．
問題 I1.2.6 ⋆⋆ 解答 p.241

x− 1
x = 3のとき，次の式の値を求めよ．

(1) x2 + 1
x2 (2) x+ 1

x (3) x3 + 1
x3 (4) x6 + 1

x6
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例題 I1.2.7 ⋆⋆⋆3文字の対称式の値

x = −1 +
√
3, y = −1−

√
3, z = 2のとき，次の値を求めよ．

(1) x+ y + z (2) xy + yz + zx (3) xyz

(4) 1
x + 1

y + 1
z

(5) x2 + y2 + z2 (6) x3 + y3 + z3
 

 

解説動画

考え方 x, y, z の対称式を基本対称式で表すことを考える．3文字の場合の基本対称式は，x+ y+ z, xy+ yz+ zx, xyz

である．すべての対称式は，基本対称式で表すことができる．
(5) 直接代入するのではなく，乗法公式 (x+ y+ z)2 = x2+ y2+ z2+2xy+2yz+2zxの利用を考える．2xy+2yz+2zx

を移項した，次の式を利用すると考える．

x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + zx)

(6) a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
· · · (i)を利用する．−3abcを移項した，次の式を利

用すると考えてもよい．
a3 + b3 + c3 = (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca) + 3abc

解答
(1) x+ y + z = (−1 +

√
3) + (−1−

√
3) + 2 = 0

(2) xy + yz + zx

=(−1 +
√
3)(−1−

√
3) + (−1−

√
3) · 2 + 2 · (−1 +

√
3)

=1− 3− 2− 2
√
3− 2 + 2

√
3 = −6

(3) xyz = (−1 +
√
3)(−1−

√
3) · 2 = (1− 3) · 2 = −4

(4) 1

x
+

1

y
+

1

z
=

yz

x · yz
+

zx

y · zx
+

xy

z · xy
=
yz + zx+ xy

xyz

=
−6

−4
=

3

2

(5) x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + zx)

= 02 − 2 · (−6) = 12

(6) x3 + y3 + z3 = (x3 + y3 + z3 − 3xyz) + 3xyz

= (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx) + 3xyz

= 0 + 3 · (−4) = −12

◀ (a+ b)(a− b) = a2 − b2

◀ 通分して分母を揃える．

◀ (x+ y + z)2

=x2 + y2 + z2

+ 2(xy + yz + zx)

◀ (i)を利用する．

◀ (3) より，xyz = −4 であ
り，(1)より，x+ y + z = 0

である．
One Point
x, y, z の対称式は，基本対称式 x+ y + z, xy + yz + zx, xyz で表す．

x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + zx)

x3 + y3 + z3 = (x+ y + z)(x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx) + 3xyz

問題 I1.2.7 ⋆⋆⋆ 解答 p.241 ▶ 節末 I1.2.6 ▶ 章末 I1.3

x+ y + z = 3, xy + yz + zx = 1, xyz = −2を満たす実数 x, y, z に対して，次の式の値を求めよ．
(1) 1

x + 1
y + 1

z
(2) x2 + y2 + z2 (3) x3 + y3 + z3
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例題 I1.2.8 ⋆⋆⋆式の値

α =
√
2− 1のとき，次の式の値を求めよ．

(1) α2 + 2α− 1 (2) α4 + α3 + α2 + α+ 1
 

 

解説動画

考え方
(1) 直接 αを代入して求めることもできるが，計算に手間が掛かる．計算を簡単にするために，α =

√
2− 1を根号のない

形に変形することを考える．α =
√
2− 1を移項すると，α+ 1 =

√
2となる．この式の両辺を 2乗すると，根号のない形

が得られる．
(2) αの値を α4+α3+α2+α+1に直接代入しようとすると，計算に手間が掛かる．そこで，(1)の
結果を利用することを考える．(1)より，α2+2α−1 = 0であり，移項すると，α2 = −2α+1 · · · (i)
が得られる．これより，α2 は αの 1次式で表されるので，α3 = α · α2 は，(i)を用いることで次
数を下げることができる．α4 も同様の操作で次数を下げ，αの 1次式で表す．

α · α2︸ ︷︷ ︸
3次式

= α(−2α+ 1)︸ ︷︷ ︸
2次式

解答
(1) α =

√
2− 1より，α+ 1 =

√
2

両辺を 2乗すると，(α+ 1)2 = (
√
2)2

したがって，α2 + 2α+ 1 = 2

よって，α2 + 2α− 1 = 0

(2) (1)より，α2 = −2α+ 1

α3 = α · α2, α4 = α · α3 であるから，

α3 = α · α2 = α(−2α+ 1) = −2α2 + α = −2(−2α+ 1) + α = 5α− 2,

α4 = α · α3 = α(5α− 2) = 5α2 − 2α = 5(−2α+ 1)− 2α = −12α+ 5

よって，

α4 + α3 + α2 + α+ 1 = (−12α+ 5) + (5α− 2) + (−2α+ 1) + α+ 1

= −8α+ 5 = −8(
√
2− 1) + 5 = 13− 8

√
2

◀ 右辺を根号のみの形にする．

◀ α3は，α2 = −2α+1を用い
て，次数を下げる．α4は，α3の
結果を用いて次数を下げる．な
お，α4 = (α2)2 = (−2α+1)2

を用いてもよい．

One Point
次数の高い式の値を求めるには，次数を下げることを考える．

【余談】数学 IIで学習する，整式の除法を用いると，α4 + α3 + α2 + α+ 1は次のように変形できる．

α4 + α3 + α2 + α+ 1 = (α2 + 2α− 1)(α2 − α+ 4)− 8α+ 5

ここで，α2 + 2α− 1 = 0より，α4 + α3 + α2 + α+ 1の値は −8α+ 5の値と等しいことがわかる．

問題 I1.2.8 ⋆⋆⋆ 解答 p.242

α = 1+
√
3

2 のとき，次の式の値を求めよ．

(1) 2α2 − 2α− 1 (2) α8
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例題 I1.2.9 ⋆⋆⋆整数部分と小数部分

1
3−

√
5
の整数部分を a，小数部分を b とする．

(1) a, b の値を求めよ． (2) a2 + ab の値を求めよ．
 

 

解説動画

考え方
(もとの数) = (整数部分)+ (小数部分)に分けられるので，小数部分は，(小数部分) =

(もとの数)− (整数部分)と考えることができる．例えば
√
5 = 2.236 . . .は，右のよう

に
√
5 = 2+ 0.236 . . .と分けられるので，0.236 . . . =

√
5− 2と考えることができる．

√
5 = 2.236 . . .

= 2︸︷︷︸
整数部分

+ 0.236︸ ︷︷ ︸
小数部分

. . .

なお，
√
5の整数部分は，n2 ≦ 5 < (n+ 1)2 となる整数 n を見つけることで求められる．

例：
√
5は，22 < 5 < 32 より 2 <

√
5 < 3であるから，

√
5 = 2. . . .となる．よって，整数部分は 2である．

解答

(1) 1

3−
√
5
=

3 +
√
5

(3−
√
5)(3 +

√
5)

=
3 +

√
5

4

2 <
√
5 < 3であるから，5 < 3 +

√
5 < 6

したがって，5
4 <

3+
√
5

4 < 3
2

ゆえに，a = 1

よって，
b =

3 +
√
5

4
− a =

3 +
√
5

4
− 1 =

√
5 − 1

4

(2) (1)より，
a2 + ab = a(a+ b) = 1 · 1

3−
√
5
=

3 +
√
5

4

◀ 分母を有理化する．

◀ 22 < 5 < 32 より，2 <
√
5 < 3

◀ 5
4 = 1.25, 3

2 = 1.5

◀ 小数部分は，

(もとの数)− (整数部分)

で求められる．
◀ a + bはもとの数 1

3−
√

5
で

あることを用いる．

One Point
(小数部分) = (もとの数)− (整数部分)

【注意】実数 x の整数部分は，n ≦ x < n+ 1 を満たす整数 n である．
例：4 ≦ x < 5 のとき，x の整数部分は 4，小数部分は x− 4

問題 I1.2.9 ⋆⋆⋆ 解答 p.242 ▶ 節末 I1.2.7
3

4−
√
7
の整数部分を a，小数部分を b とする．

(1) a, b の値を求めよ． (2) a+ 1
b の値を求めよ．
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節末問題 1.2 実数

節末 I1.2.1 ⋆ 解答（節末）p.243 ▶ 例題 I1.2.1

循環小数の積 0.1̇5̇× 0.5̇4̇を，1つの既約分数で表せ．

節末 I1.2.2 ⋆⋆ 解答（節末）p.243 ▶ 例題 I1.2.2

3
4 < x < 5

6 のとき，
√
16x2 − 24x+ 9−

√
x2 + 6x+ 9+

√
36x2 − 60x+ 25 を簡単にせよ．

節末 I1.2.3 ⋆⋆ 解答（節末）p.243 ▶ 例題 I1.2.3

次の式を計算せよ．

S =
1√

1 +
√
2
+

1√
2 +

√
3
+

1√
3 +

√
4
+

1√
4 +

√
5
+ · · ·+ 1√

99 +
√
100

節末 I1.2.4 ⋆⋆ 解答（節末）p.244 ▶ 例題 I1.2.3

次の式の分母を有理化して計算せよ．
1√

2 +
√
3 +

√
5
+

1√
2−

√
3−

√
5

節末 I1.2.5 ⋆⋆ 解答（節末）p.244 ▶ 例題 I1.2.4

次の式を簡単な形にせよ． √
4 + 4

»
4 + 2

√
3

節末 I1.2.6 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.245 ▶ 例題 I1.2.7

実数 a, b, cが a+b+c = 3, a2+b2+c2 = 14, abc = −2を満たすとき，(a+b)(b+c)(c+a)
の値を求めよ．

節末 I1.2.7 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.245 ▶ 例題 I1.2.9
1

4−
√
11
の整数部分を a ，小数部分を b とし，10b の整数部分を c，小数部分を d とすると

き，次の値を求めよ．
(1) a (2) 10b (3) c (4) d
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1.3 1次不等式

1.3.1 不等式
(1) 数量の間の大小関係を，不等号 >, <, ≧, ≦を用いて表した式を不等式という．
不等号の左側を左辺，右側を右辺といい，左辺と右辺を合わせて両辺という．
(2) 不等式についても，等式とよく似た性質が成り立つ．不等式についても等式の場
合と同様に，移項することによって，与えられた不等式を簡単な形に変形できる．

a < b⇐⇒ a+ c < b+ c,

a < b⇐⇒ a− c < b− c,

c > 0 のとき, a < b⇐⇒ ac < bc,

c > 0 のとき, a < b⇐⇒ a

c
<
b

c

とくに，負の数 c を両辺に掛けると不等号の向きが逆転するので注意すること．

c < 0 のとき, a < b⇐⇒ ac > bc,

c < 0 のとき, a < b⇐⇒ a

c
>
b

c

(3) xが満たすべき条件を示す不等式（これを xに対する不等式という）において，
不等式を満たす xの値を，その不等式の解といい，不等式を満たすすべての xの値
を求めることを不等式を解くという．また，不等式のすべての解の集合を，その不
等式の解集合ともいう．
(4) 不等式においてすべての項を左辺に集めて（右辺が 0になるように）整理したと
き，ax+ b > 0, ax+ b ≦ 0 のように，左辺が xの 1次式となる不等式を，xに関す
る 1次不等式という．ここで，a, bは定数であり，a ̸= 0とする．

数直線上に不等式の解を示すときには，右の図のよ
うに行う．本書では「<」「>」の場合は ◦，「≦」「≧」
の場合は •を用いて表す．

◀ 図は上から順にそれぞれ，
x > a, x ≧ aのときを示して
いる．

a x

a x

◀ ≧ を ≥，≦を ≤と表すこ
ともある．

◀ 例えば不等式 2 < 5に対し
て，両辺に負の数 −1を掛け
ると，次のように式不等号の
向きが変わる．

−2 >︸︷︷︸
向きが変わる

−5

◀ 不等式を解くことは，不等
式の基本的な性質に基づき，
それを最も単純な形の不等式
に変形（同値変形）すること
を指す．

1.3.2 絶対値と方程式・不等式
a > 0のとき，次のことがいえる．

|x| = a の解は，x = ±a
|x| < a の解は，− a < x < a

|x| > a の解は，x < −a, x > a

絶対値記号を含む方程式，不等式を解くには，

|A| =

{
A (A ≧ 0)

−A (A < 0)

より，絶対値記号を外して計算すればよい．

◀ 上から順にそれぞれ，

◀ なお，絶対値記号の定義は，

|A| =

{
A (A ≧ 0)

−A (A≦ 0)

としても構わない．この方が
実践的であり，気楽であると
いう考え方もある．

0 a−a x

a a

0 a−a x

0 a−a x
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例題 I1.3.1 ⋆⋆不等式の性質

−2 < x < 1, 1 < y < 3のとき，次の式のとりうる値の範囲を求めよ．
(1) x+ 1 (2) 2x (3) x+ y (4) x− y (5) 2x− 3y

 

 

解説動画

考え方 (1)は，不等式の性質により，a < b =⇒ a+ c < b+ cであるから，

−2 + 1 < x+ 1

x+ 1 < 1 + 1

つまり，−2 < x < 1の各辺に 1を加えた，−1 < x+ 1 < 2が成り立つことを用いる．
(3)，(4)，(5)は a < x < b, c < y < d =⇒ a+ c < x+ y < b+ dなどの不等式の性質を用いる．

解答
(1) −2 < x < 1の各辺に 1を加えると，−1 < x+ 1 < 2

(2) −2 < x < 1の各辺に 2を掛けると，−4 < 2x < 2

(3) −2 < x < 1の各辺に y を加えると，−2 + y < x+ y < 1 + y

1 < y より，−2 + 1 < −2 + y

また，y < 3より，1 + y < 1 + 3

したがって，−1 < x+ y, x+ y < 4

よって，−1 < x+ y < 4

(4) 1 < y < 3の各辺に −1を掛けると，−1 > −y > −3

すなわち，−3 < −y < −1

したがって，−2 < x < 1, −3 < −y < −1より，

−2 + (−3) < x+ (−y) < 1 + (−1)

よって，−5 < x− y < 0

(5) (2)より，−4 < 2x < 2

1 < y < 3の各辺に −3を掛けると，−3 > −3y > −9

すなわち，−9 < −3y < −3

したがって，−4 < 2x < 2, −9 < −3y < −3より，

−4 + (−9) < 2x+ (−3y) < 2 + (−3)

よって，−13 < 2x− 3y < −1

◀ a < b ⇒ a+ c < b+ c

◀ c > 0, a < b ⇒ ac < bc

◀ −2 < x < 1, 1 < y < 3

の各辺を足し合わせて，−1 <

x+ y < 4としてもよい．

◀ 不等式の両辺に負の数を掛
けるときは，不等号の向きが
変わる．

◀ −2− 1 < x− y < 1− 3よ
り，−3 < x− y < −2とする
操作は誤りであるので注意す
ること．

◀ 不等号の向きが変わる．

One Point
a < b, c < d =⇒ a+ c < b+ d,

a < b, c < d =⇒ a− d < b− c,

0 < a < b, 0 < c < d =⇒ ac < bd

【注意】 a < x < b, c < y < d のとき，a − c < x − y < b − d は必ずしも成り立たない．例えば，
−2 < x < 1, 1 < y < 5 とすると，−3 < x − y < −4 となりこれは明らかに成り立たない．(4) のように
x+ (−y)として，a− d < x− y < b− dとする操作が正しいので注意すること．

問題 I1.3.1 ⋆⋆ 解答 p.246

−3 < x < 2, −1 < y < 4のとき，次の式のとりうる値の範囲を求めよ．
(1) x+ 2 (2) 3x (3) x+ y (4) x− y (5) 3x− 2y
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例題 I1.3.2 ⋆1次不等式（基本）

次の 1次不等式を解け．
(1) 3x− 2 < 4x+ 1 (2) 2(x+ 1) ≦ 3(2x− 1) (3) x+1

6 − 4 ≧ x
3 − 7

2
 

 

解説動画

考え方 ax > bまたは ax < bの形や，ax ≧ bまたは ax ≦ bの形に変形する．また，両辺に負の数を掛ける（負の数で
割る）ときは，不等号の向きが変わるので注意すること．
(3) 両辺の分数の形に着目し，分母の最小公倍数を掛けてから不等式の解を求めるとよい．

解答
(1) 移項すると，3x− 4x < 1 + 2

整理すると，−x < 3

よって，x > −3 ◀ 不等式の両辺に −1を掛け
る，もしくは両辺を −1で割
ると考える．このとき，不等
号の向きが変わるので注意す
ること．

−3 x

(2) 展開すると，2x+ 2 ≦ 6x− 3

移項すると，2x− 6x ≦ −3− 2

整理すると，−4x ≦ −5

よって，x ≧≧≧ 5
4

◀ 不等号の向きが変わる．
5
4

x

(3) 両辺に 6を掛けると，x+ 1− 24 ≧ 2x− 21

移項すると，x− 2x ≧ −21 + 23

整理すると，−x ≧ 2

よって，x ≦≦≦ −2 ◀ 不等号の向きが変わる．−2 x

◀ 移項すると符号が変わる．

◀ 不等式の両辺に，2, 3, 6

の最小公倍数 6を掛ける．

One Point
不等式の両辺に，負の数を掛ける（負の数で割る）ときは，不等号の向きが変わる．

【注意】本書において，数直線上に不等式の解を示すときには，「>, <」を
「◦」，「≧, ≦」を「•」を用いて表す．

x > a

a x

x ≧ a

a x

問題 I1.3.2 ⋆ 解答 p.246

次の 1次不等式を解け．
(1) 5x+ 1 < 3x− 4 (2) 4(2x− 3) > 3(x+ 2) (3) 2x+3

4 − x−1
6 ≧ 1

3
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例題 I1.3.3 ⋆1次不等式，連立 1次不等式

次の不等式，連立 1次不等式を解け．

(1)
{

5x+ 4 > 3x+ 2

−x+ 4 ≧ 2(x− 1)
(2)

{
x+ 5 < −1− 2x

3x+ 1 ≧ 1

(3) x+ 1 < 2x+ 3 < 5x

 

 

解説動画

考え方 与えられたそれぞれの不等式を解き，それぞれの解を数直線上に表して，共通する範囲を求めるとよい．
(3) 不等式 A < B < C は，2 つの不等式 A < B, B < C が同時に成り立つことを表している．よって，不等式

A < B, B < C は，連立不等式
{

A < B

B < C
と同じ意味である．

解答
(1) 5x+ 4 > 3x+ 2 より，2x > −2

したがって，x > −1 · · · (i)
また，−x+ 4 ≧ 2(x− 1)より，−3x ≧ −6

したがって，x ≦ 2 · · · (ii)
よって，(i) と (ii) の共通範囲を求めると，

−1 < x ≦≦≦ 2
−1 0 2 x

(i)
(ii)

(2) x+ 5 < −1− 2x より，3x < −6

したがって，x < −2 · · · (i)
また，3x+ 1 ≧ 1 より，3x ≧ 0

したがって，x ≧ 0 · · · (ii)
(i)と (ii) の共通範囲はない．
よって，解なし

◀ 0 ≦ x < −2 は誤りである
ので注意すること．共通範囲
がないので，解なしと答える．

−2 0 x

(ii)(i)

(3) x+ 1 < 2x+ 3 < 5x より，
{

x+ 1 < 2x+ 3

2x+ 3 < 5x

x+ 1 < 2x+ 3より，−x < 2

したがって，x > −2 · · · (i)

また，2x+ 3 < 5xより，−3x < −3

したがって，x > 1 · · · (ii)
よって，(i)と (ii)の共通範囲を求めると，x > 1 −2 0 1 x

(ii)
(i)

◀ B と C の大小関係がわ
からなくなってしまうので，

A < B < C を
{

A < B

A < C

とするのは誤りであるので注
意すること．

One Point
連立不等式の解は，数直線上に解を図示して求める．

問題 I1.3.3 ⋆ 解答 p.247

次の不等式，連立 1次不等式を解け．

(1)
{

4x− 1 > 2x+ 3

2x+ 5 ≦ 3(x− 1)
(2)

{
2x+ 4 ≧ 3− x

x− 2 < 0

(3) 2x+ 1 ≦ 3x− 4 < −4x− 7
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例題 I1.3.4 ⋆⋆不等式を満たす整数の解

(1) 不等式 4x− 2 < 2x+ 4を満たす自然数 xの値をすべて求めよ．

(2) 不等式 4x+ a < 5x < 3x+ 10を満たす整数 xがちょうど 2個存在するような定数
aの値の範囲を求めよ．  

 

解説動画

考え方
(1) 不等式を解き，その解の中から条件に適する自然数を考える．このとき，与えられた不等式は等号を含まないので注意
すること．
(2) 不等式を解き，その解を満たす整数 xがちょうど 2個存在する定数 aの範囲を，数直線を用いて考える．このとき，等
号を含むか否かをよく考えて注意すること．

解答
(1) 与えられた不等式より，2x < 6

したがって，x < 3

よって，xは自然数であるから，x = 1, 2

(2) 4x+ a < 5xを解くと，−x < −aより，x > a · · · (i)
5x < 3x+ 10を解くと，2x < 10より，x < 5 · · · (ii)

(i)，(ii)より，不等式を満たす整数 xがちょうど 2個とな
るのは右の図のような場合である．
よって，2 ≦≦≦ a < 3

◀ 数直線を用いるとよい．
◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．2 3 4 5 x

(i)
(ii)

a

◀ 3は含まない．

◀ A < B < C より，®
A < B

B < C

1 2 3 x

One Point
等号を含むか否かをよく考える．

【注意】 (2)は a = 2, 3のときに適するか否かを考えて注意すること．
a = 2のとき

2 3 4 5 x

2 < a < 3のとき

2 3 4 5 xa

a = 3のとき

x2 3 4 5

上の図より，a = 2, 2 < a < 3のとき，x = 3, 4となるので適することがわかる．a = 3のとき，x = 4と
なるので不適である．

問題 I1.3.4 ⋆⋆ 解答 p.248 ▶ 節末 I1.3.1

(1) 不等式 3x− 1 < 2x+ 5を満たす自然数 xの値をすべて求めよ．

(2) 次の連立不等式を満たす整数 xがちょうど 2個存在するような定数 aの値の範囲を求めよ．®
3x+ a < 4x

3x > 4x− 7
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例題 I1.3.5 ⋆⋆1次不等式の文章題

(1) 1 個 80 円のお菓子 A と 1 個 120 円のお菓子 B を合わせて 60 個買い，150 円の箱
に詰めて友人に渡したい．お菓子代と箱代の合計金額を 6000 円以下にするとき，お菓子
B は最大で何個まで買うことができるか．
(2) 連続する 3つの整数の和が 62以上になるもののうち，その和が最小となる 3つの数
を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 不等式の文章題は，求めるものを xとおいて不等式を作るとよい．
(1) xは整数であることに注意すること．
(2) 連続する 3つの整数は，例えば中央の数を xとおくと，x− 1, x, x+1と表すこ
とができる．

不等号
より大きい >

より小さい，未満 <

以上 ≧
以下 ≦

解答
(1) お菓子 B を x 個買うとすると，お菓子 A は (60− x) 個買うことになる．この
とき，お菓子代と箱代の合計金額は，

80(60− x) + 120x+ 150 （円）

これが 6000 円以下であるから，

80(60− x) + 120x+ 150 ≦ 6000

整理すると，40x ≦ 1050

したがって，x ≦ 1050
40 = 26.25

これを満たす最大の整数 x は x = 26 である．
よって，お菓子 Bは 26個まで買うことができる．

(2) 連続する 3つの整数は，中央の数を xとおくと，x− 1, x, x+ 1と表すことが
できる．このとき，

(x− 1) + x+ (x+ 1) ≧ 62

3x ≧ 62

x ≧ 62

3
= 20.66 . . .

したがって，連続する 3つの整数の和が 62以上になる最小の整数 xは 21である．
よって，求める 3つの数は，20, 21, 22

◀ 求めるものを xとおく．

◀ xは整数であるので注意す
ること．

◀ 一番小さい数を xとおいて，
x, x+1, x+2としてもよい．

問題 I1.3.5 ⋆⋆ 解答 p.248 ▶ 節末 I1.3.2 ▶ 節末 I1.3.3

(1) 1 個 100 円のペンと 1 個 180 円のノートを合わせて 20 個買い，200 円のケースに入れて息子に渡した
い．文具代とケース代の合計金額を 3500 円以下にするとき，ノートは最大で何個まで買うことができるか．
(2) 連続する 4つの整数の和が 90以上になるもののうち，その和が最小となる 4つの数を求めよ．
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例題 I1.3.6 ⋆⋆⋆文字を含む 1次不等式

a を定数とするとき，次の問いに答えよ．
(1) x の不等式 ax− 3 < 0 を解け． (2) x の不等式 (a+1)x < a2 + a を解け．

 

 

解説動画

考え方
(1) a ̸= 0であれば与えられた不等式は 1次不等式となるが，a = 0のときも含まれていることに注意すること．a = 0の
ときは，両辺を aで割ることはできない（0で割ることはできない）．一般に，1次不等式 Ax > B の解は，A = 0のとき
は次のようになる．

1次不等式 Ax > B の解
A = 0のとき，不等式は，0 · x > B

よって，B ≧ 0のとき，解なしである．また，B < 0のとき，解はすべての実数となる．

(2)のような，Ax < B の解も同様に考えられる．なお，負の数で割るとき，不等号の向きが変わることにも注意すること．

解答
(1) ax− 3 < 0より，ax < 3

(i) a > 0 のとき，x < 3
a

(ii) a = 0 のとき，不等式は，0 · x < 3

したがって，解はすべての実数

(iii) a < 0 のとき，不等式は，x > 3
a

◀ x がどのような値でも，
0 < 3であるので，すべての
実数 xについて成り立つ．

◀ a < 0より，負の数 aで割
るので，不等号の向きが変わ
る．よって，(i)～(iii)より，求める解は，

a > 0 のとき， x < 3
a

a = 0 のとき， すべての実数
a < 0 のとき， x > 3

a

(2) (a+ 1)x < a2 + aより，(a+ 1)x < a(a+ 1)

(i) a+ 1 > 0 ，すなわち，a > −1 のとき，x < a

(ii) a+ 1 = 0 ，すなわち，a = −1 のとき，0 · x < 0

これを満たす xの値はない．したがって，解なし

(iii) a+ 1 < 0 ，すなわち，a < −1 のとき，x > a

◀ 0 < 0が成り立つような x

の値はない．
◀ a < −1より，負の数 a+1

で割るので，不等号の向きが
変わる．よって，(i)～(iii)より，求める解は，

a > −1 のとき， x < a

a = −1 のとき， 解なし
a < −1 のとき， x > a

問題 I1.3.6 ⋆⋆⋆ 解答 p.249 ▶ 節末 I1.3.4 ▶ 章末 I1.4
a を定数とするとき，次の問いに答えよ．
(1) x の不等式 ax+ 2 > 0 を解け． (2) x の不等式 (a− 1)x ≦ a2 − a を解け．
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例題 I1.3.7 ⋆⋆絶対値記号を含む方程式・不等式 1

次の方程式，不等式を解け．
(1) |x− 3| = 2 (2) |x− 1| ≦ 5 (3) |x− 4| > 3

 

 

解説動画

考え方 絶対値記号を含む方程式・不等式を解くには，場合分けをして絶対値記号を外すことが基本である．
ただし，(1)～(3)のような右辺がすべて正の定数の場合は，|x|を数直線上の原点 Oから任意の点 xまでの距離と考える
ことができるので，次の性質を用いて解くとよい．
絶対値と方程式・不等式

a > 0のとき，
(i) |x| = a の解は， x = ±a
(ii) |x| < a の解は， − a < x < a

(iii) |x| > a の解は， x < −a, x > a

(i)

0 a−a x

a a

(ii)

0 a−a x

(iii)

0 a−a x

解答
(1) |x− 3| = 2 より，x− 3 = ±2

よって，x = 1, 5

(2) |x− 1| ≦ 5 より，−5 ≦ x− 1 ≦ 5

よって，−4 ≦≦≦ x ≦≦≦ 6

(3) |x− 4| > 3 より，x− 4 < −3, 3 < x− 4

よって，x < 1, 7 < x

◀ x − 3 = X とおくと，
|X| = 2

よって，X = ±2

◀ x − 1 = X とおくと，
|X| ≦ 5

よって，−5 ≦ X ≦ 5

◀ x − 4 = X とおくと，
|X| > 3

よって，X < −3, 3 < X

問題 I1.3.7 ⋆⋆ 解答 p.249 ▶ 節末 I1.3.5 ▶ 章末 I1.4

次の方程式，不等式を解け．
(1) |x+ 2| = 3 (2) |x− 5| ≦ 4 (3) |x+ 1| > 2
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例題 I1.3.8 ⋆⋆⋆絶対値記号を含む方程式・不等式 2

次の方程式，不等式を解け．
(1) |x− 3| = 2x (2) |x|+ |x− 3| < x+ 1

 

 

解説動画

考え方 絶対値記号の外に文字がある場合や，2つ以上絶対値記号があ
る場合は，場合分けをするとよい．とくに，(2)は，

|x| =

{
x (x ≧ 0)

−x (x < 0)
, |x− 3| =

{
x− 3 (x ≧ 3)

−(x− 3) (x < 3)

となるので，右の図のように数直線を用いて，(i) x ≧ 3，(ii) 0 ≦ x < 3，
(iii) x < 0 の 3 つの部分に分けて考えるとよい．

x30

x x

x− 3

−x

−(x− 3)−(x− 3)

(ii) (i)(iii)

解答
(1) (i) x− 3 ≧ 0，すなわち，x ≧ 3 のとき

x− 3 = 2x より，x = −3

これは，x ≧ 3 を満たさない．
(ii) x− 3 < 0，すなわち，x < 3 のとき
−(x− 3) = 2x より，x = 1

これは，x < 3 を満たす．

◀ x− 3 = X とおくと，

|X| =
®

X (X ≧ 0)

−X (X < 0)

であるので，X が 0以上のと
きと負のときで場合分けをす
る．
◀ 求めた xの値が xの条件を
満たすか否かを調べる（忘れ
ないように注意すること）．よって，(i)，(ii)より，x = 1

(2) (i) x ≧ 3 のとき
x+ (x− 3) < x+ 1 より，x < 4

したがって，x ≧ 3より，3 ≦ x < 4

(ii) 0 ≦ x < 3 のとき
x− (x− 3) < x+ 1より，x > 2

したがって，0 ≦ x < 3 より，2 < x < 3

(iii) x < 0 のとき
−x− (x− 3) < x+ 1 より，x > 2

3

これは，x < 0 を満たさないので，解なし

◀ x ≧ 3 のとき，|x| =

x, |x− 3| = x− 3

◀ 0 ≦ x < 3 のとき，|x| =
x, |x− 3| = −(x− 3)

◀ x < 0 のとき，|x| =

−x, |x− 3| = −(x− 3)

よって，(i)～(iii) より，2 < x < 4

問題 I1.3.8 ⋆⋆⋆ 解答 p.250 ▶ 節末 I1.3.5 ▶ 章末 I1.5

次の方程式，不等式を解け．
(1) |x+ 2| = 3x (2) |x+ 2| − |x− 1| ≧ x
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節末問題 1.3 1次不等式

節末 I1.3.1 ⋆⋆ 解答（節末）p.251 ▶ 例題 I1.3.4

連立不等式
{

x > 4a− 3

3x− 2 > 8(x− 1)
の解について，次の条件を満たす定数 a の値の範囲を

求めよ．
(1) 解に 0 が含まれる．
(2)解に含まれる整数がちょうど 4個存在する．

節末 I1.3.2 ⋆⋆ 解答（節末）p.251 ▶ 例題 I1.3.5

整数 x は 4 の倍数であり，x を 15 で割ったところ，割り切れなかった．そこで x
15 を計算

し，その小数第 1 位を四捨五入したところ，4 になった．このとき，整数 x をすべて求めよ．

節末 I1.3.3 ⋆⋆ 解答（節末）p.252 ▶ 例題 I1.3.5

(1) 駅から自宅までの道のりは 30 km である．この道のりを，初めは時速 5 kmで歩き，途
中からは時速 10 km で走ると，掛かった時間は 5 時間以内であった．時速 5 km で歩いた
道のりはどれほどであるか．
(2) 7% の食塩水と 10% の食塩水がある．7% の食塩水 500 g と 10% の食塩水を何 g か
混ぜ合わせて，8% 以上 8.5% 以下の食塩水を作りたい．10% の食塩水を何 g 以上何 g 以
下混ぜればよいか．

節末 I1.3.4 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.253 ▶ 例題 I1.3.6

次の不等式を解け．ただし，a, b は定数とする．
(1) ax > b (2) (a+ b)x ≦ a2 − b2

節末 I1.3.5 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.254 ▶ 例題 I1.3.7 ▶ 例題 I1.3.8

次の方程式を解け．
(1)

√
x2 − 2x+ 1 +

√
x2 − 6x+ 9 = 6 (2) x2 + |x+ 3|+ |x− 2| = 6

節末 I1.3.6 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.255 ▶ 例題 I1.3.7 ▶ 例題 I1.3.8

次の方程式，不等式を解け．
(1) |2x− 3| < 3x (2) |x− 3|+ |x− 5| ≦ 5

(3) ||x− 2|+ 4| = 3x
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章末問題 1 数と式

1.4 章末問題 1
章末 I1.1 ⋆⋆ 解答（章末）p.256 ▶ 例題 I1.1.6

次の式を展開せよ．

(x+ y + z)2 − (y + z − x)2 + (z + x− y)2 − (x+ y − z)2

章末 I1.2 ⋆⋆⋆⋆ 解答（章末）p.256 ▶ 例題 I1.1.14

次の式を因数分解せよ．
(1) a3(b− c) + b3(c− a) + c3(a− b) (2) a4 + b4 + c4 − 2a2b2 − 2a2c2 − 2b2c2

章末 I1.3 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.257 ▶ 例題 I1.2.7

x+ y + z = 0 のとき，x
(

1
y + 1

z

)
+ y

(
1
z +

1
x

)
+ z

(
1
x + 1

y

)
の値を求めよ．

章末 I1.4 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.257 ▶ 例題 I1.3.6 ▶ 例題 I1.3.7

不等式 |ax+ 2| ≦ b の解が −2 ≦ x ≦ 4 のとき a, bの値を求めよ．

章末 I1.5 ⋆⋆ 解答（章末）p.258 ▶ 例題 I1.3.8

x = 2a− 1 のとき，
√
x2 + 8a+

√
a2 − x を簡単にせよ．
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Column 1 ～「Onemath」という名前に込めた想いと余談～
「Onemath」という名前には，学ぶ人に対する一人ひとりへの願いと想いが詰まっ
ています．この名前は，数学を通じて 0を 1に，そして 1からその先に成長させ
るという理念を象徴しています．「数学が得意ではない」「入試に向けて何から受
験勉強を始めたらいいかわからない」という 0の状態から，一歩を踏み出すきっ
かけを作りたい．そして，基礎をしっかり築いた皆さんが，その 1を磨き，大き
な可能性を広げていく手助けをしたい．そのような想いを込めています．

0 を
ワン
1 に！

他には，「One」には「一人ひとり (One by one) に寄り添う」という意
味が込められています．学ぶスピードや得意分野は人それぞれ違います．
「Onemath」は，皆さんが自分のペースで学び，自分に合った方法で成長で
きる環境を作ることを目指しています．また，「One」=「1」は，数学の基本
でありながら，そこから無限の可能性が広がるスタート地点でもあります．
数学は「0か 1か」の世界とも言われることがありますが，実はその背後に
は数えきれないほどの可能性が広がっているのです．皆さん一人ひとりの
可能性を大切にし，その成長を支える道しるべとなりたいと考えています．

ワ
一

ン
人

ワ
ひと

ン
りに！

「Onemath」は，一人ひとりが学びの旅を進めるための「架け橋」であり，自分の可能性を磨くための「道具
箱」となることを目指しています．皆さんがそれぞれの目標に向かって，この教材を自由に，そして存分に
活用してくれることを心から願っています．

【余談】 Onemathマスコットキャラクター紹介
名前：Oneちゃん（女の子）
誕生日：11月 11日
好きな漫画：ワンパンマン
特徴：アルファベットの「O」「n」「e」からできており，
耳の部分は葉っぱでできている．One Moreの作成に利
用した LATEXと Overleafのロゴから，著者が着想を得
て誕生したらしい．体はリンク機能を象徴する青色であ
るとのこと．
噂：「n」の部分は胴体と足で，「e」の部分は，尻尾と足
に分かれているらしいが真相は定かではない（片足をあ
げている？）．また，「O」の部分は「0」でも構わないと
の噂がある．

こんにちワン！

普通の Oneちゃん

ワンダフル！

見返り美人の Oneちゃん

実は「Onemath」という名前には，上述の由来に加え，もうひとつユニークな理由があります．著者が犬好
きで，犬の鳴き声「ワン」に愛着があったからです．いくつか候補があったなかで，「Onemath（ワンマス）」
に最終決定したのは，この「ワン」が犬のように可愛らしく，学びの場をより身近に感じてもらえると考え
たからでした．遊び心を取り入れることで，数学と向き合うときの緊張やハードルを下げ，気軽に学べるよ
うになればという願いを込めています．そんな思いを共有してくれる「Oneちゃん」とともに，ぜひ楽しく
数学を学んでください．
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第 2章 集合と命題 2章：集合と命題（再生リスト）

 

 

2 集合と命題
1節 集合と論理（pp.58-77）

例題（問題）一覧
番号 難易度 1回目 2回目
I2.1.1 ⋆

I2.1.2 ⋆

I2.1.3 ⋆⋆

I2.1.4 ⋆⋆⋆

I2.1.5 ⋆⋆

I2.1.6 ⋆⋆⋆⋆

I2.1.7 ⋆

I2.1.8 ⋆

I2.1.9 ⋆⋆

I2.1.10 ⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I2.1.11 ⋆⋆⋆

I2.1.12 ⋆

I2.1.13 ⋆⋆

I2.1.14 ⋆⋆⋆

I2.1.15 ⋆⋆

I2.1.16 ⋆⋆⋆

節末問題 2.1
番号 難易度 1回目 2回目
I2.1.1 ⋆

I2.1.2 ⋆⋆

I2.1.3 ⋆⋆⋆

I2.1.4 ⋆⋆⋆

I2.1.5 ⋆⋆

I2.1.6 ⋆⋆⋆⋆

章末問題 2
番号 難易度 1回目 2回目
I2.1 ⋆⋆⋆

I2.2 ⋆⋆⋆

I2.3 ⋆⋆

I2.4 ⋆⋆⋆

I2.5 ⋆⋆

チェック例
◦ · · · 考え方を理解し，解くことができた． △· · · 理解が不十分である． × · · · 解くことができなかった．
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2.1 集合と論理

2.1.1 集合
(1) 明確な範囲をもつ事物の集まりを集合という．また，集合に属する 1つ 1つのも
のを，その集合の要素という．ある要素 aが集合 Aに含まれる場合，aは集合 Aに
属するといい，a ∈ Aと表す．逆に，要素 bが集合 Aに含まれない場合には，b /∈ A

と表す．このとき，任意の要素 aと集合 Aの関係において，a ∈ Aまたは a /∈ Aの
いずれかが成り立つ．要素が有限個である集合を有限集合，要素の数が無限に存在
する集合を無限集合という．
(2) 集合を表すには，次の 2つの方法がある．
(i) 要素を列記する方法
(ii) 要素の満たす条件を述べて表す方法
例えば，1桁の正の奇数の集合を Aとすると，Aには次のような表し方がある．
(i) A = {1, 3, 5, 7, 9}
(ii) A = {x | 1 ≦ x ≦ 9, x は奇数 }, A = {2n− 1 | 1 ≦ n ≦ 5, n は整数 }
(3) 2つの集合 A, B に関して，Aのすべての要素が B の要素でもある場合，つま
り x ∈ A ならば x ∈ B が成り立つとき，Aを B の部分集合といい，A ⊂ B と表
す．このとき，Aは B に含まれる，あるいは B は Aを含むという．また，Aは A

自身の部分集合でもあり，任意の集合 Aについて A ⊂ Aが成り立つ．
2つの集合 A, B が一致しているとは，互いに他方の部分集合となっていることで
ある．すなわち，A とB が等しい⇐⇒ A ⊂ B かつB ⊂ A⇐⇒ A = B

(4) 空集合 ∅ は，要素を 1つも含まない集合を指す．任意の集合 Aに対して，∅は
Aの部分集合であるとする．すなわち，∅ ⊂ Aと約束する．
A, B の両方に属するような要素全体の集合を A と B の 共通部分 (A と B の交
わり)といい，A ∩B で表す.
A, B の少なくとも一方に属するような要素全体の集合を A と B の 和集合 (A と
B の結び) といい，A ∪B で表す．
(5) 全体集合とは，特定の文脈や議論において，考えられるすべての要素を含む集合
である．補集合とは，全体集合 U に属し，かつ U の部分集合 Aに属さない要素全
体からなる集合である．これを Aで表す（Ac で表されることもある）また，次のこ
とが成り立つ．

∅ = U, U = ∅, A ∩A = ∅, A ∪A = U, A = A

(6) ド・モルガンの法則（ド・モーガンの法則）

A ∪B = A ∩B

A
U B

A ∩B = A ∪B

A
U B

◀ 要素は
げん
元と訳されることも

ある．

◀ 波括弧（brace）を用いて表
す．

◀ ⇐⇒ は同値を表す．また，
A ⇐⇒ B のことを，A iff B
と表すこともある．

◀ A ∩B

◀ 全体集合と補集合

◀ ド・モルガンの法則はベン
図を用いて確認できる．

A B

A ∪B
A B

A A

U

このような図をベン図という．
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2.1.2 命題
(1) 式や文章によって示される事柄で，明確に正しいか正しくないかが決定される文
や式を命題という．命題が正しい場合，その命題は真であるといい，正しくない場
合は偽であるという．命題においては，真または偽のいずれかが必ず確定する．
(2) 文字を含んだ文や式において，文字のとる値を変えると，真偽が変わるものがあ
る．例えば，x+ y = 11は，x = 1, y = 10のときは真，x = 2, y = 3のときは偽
である．このように，含まれる文字に値を代入することで真偽が明確に決まる（す
なわち，命題となる）文や式を条件という．また，これを「xと y に関する条件」な
どということもある．
(3) 命題「p =⇒ q」において，条件 pを満たす要素の集合を P，条件 q を満たす要
素の集合を Qとする．

「p =⇒ q が真」⇐⇒ P ⊂ Q⇐⇒ P ∩Q = ∅,
「p⇐⇒ q が真」⇐⇒ P = Q

(4) 命題「p =⇒ q」において，pは満たすが q を満たさないような例を反例という．
反例が 1つでもあれば，命題「p =⇒ q」は偽であるといえる．

◀ 2 つの条件 p(x), q(x) を
用いて，命題を

p(x) =⇒ q(x)

で表したとき，p(x) を仮定，
q(x) を結論という．

命題「 p︸︷︷︸
仮定

=⇒ q︸︷︷︸
結論

」

◀ p =⇒ q が真：P ⊂ Q

P

Q

p =⇒ q が偽

反例

P
Q

2.1.3 必要条件と十分条件
命題「p =⇒ q」が真の場合，pは q であるための十分条件である，q は pであるた
めの必要条件であるという．命題「p =⇒ q」と「q =⇒ p」が共に真である，すなわ
ち，命題「p⇐⇒ q」が成り立つとき，pは q（q は p）であるための必要十分条件で
あるという．また，この場合，pと q は互いに同値であるという．

◀ 命題「p =⇒ q」が真の場合，

命題「 p︸︷︷︸
十分条件

=⇒ q︸︷︷︸
必要条件

」

2.1.4 条件の否定
(1) 条件 p, q を満たすもの全体の集合をそれぞれ P, Q とする．このとき，pと q

をともに満たすものの全体の集合は P ∩Q，pまたは q のいずれかを満たすものの
全体の集合は P ∪Qである．
(2) 条件 p の否定（p ではない）を p で表す．p を満たすものの集合は，p を満たす
ものの集合 P の補集合 P となる．
(3) ド・モルガンの法則

pかつ q ⇐⇒ pまたは q, pまたは q ⇐⇒ pかつ q

(4) 「すべて」と「ある」の否定は次のようになる．

命題「すべての x について p である」の否定は，「ある x について pである」
命題「ある x について p である」の否定は，「すべての x について pである」

◀ 集合におけるド・モルガン
の法則に対応する．

P ∩Q = P ∪Q,

P ∪Q = P ∩Q
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2.1.5 逆・裏・対偶
(1) 命題「p =⇒ q」に対して，

命題「q =⇒ p」を「p =⇒ q」の逆，
命題「p =⇒ q」を「p =⇒ q」の裏，
命題「q =⇒ p」を「p =⇒ q」の対偶

といい，次のような関係が成り立つ．

p =⇒ q

p =⇒ q

q =⇒ p

q =⇒ p

逆

裏 対偶 裏

逆

(2) 命題「p =⇒ q」とその対偶「q =⇒ p」は，真偽が一致する．
P ⊂ Qより，「p =⇒ q」は真

P

U
Q

Q ⊂ P より，対偶「q =⇒ p」は真

P

U
Q

命題「p =⇒ q」の証明では，代わりにその対偶「q =⇒ p」を証明してもよい（対偶
証明法）．一方，真である命題の逆や裏は真であるとは限らない．

◀ pの否定は，pとなる．

◀ 命題「p =⇒ q」の逆と裏は
対偶の関係にあるので，逆と
裏の真偽も一致する．

◀ 条件 p, q を満たすもの全
体の集合をそれぞれ P, Q と
する．

2.1.6 背理法
ある命題に対して，その結論が成り立たないと仮定し，矛盾が導かれることを示す
ことにより，もとの命題が成り立つことを証明する方法を背理法（

きびゅう
帰謬法）という．

◀ 背理法で証明する場合，否
定を作る．
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例題 I2.1.1 ⋆集合の表し方

(1) A = {x | x は 15以下の素数} とする．次の の中に，∈または /∈のいずれか適
するものを書き入れよ．
(i) 2 A (ii) 10 A (iii) 13 A

(2) 次の集合を要素を書き並べて表せ．
(i) 12 の正の約数全体の集合 (ii) {x | −3 ≦ x < 4, x は整数}

(3) 次の 2つの集合 A, B の間に成り立つ包含関係をいえ．
(i) A = {2n− 1 | 0 ≦ n ≦ 5, n は整数}, B = {6n− 5 | 1 ≦ n ≦ 2, n は整数}

(ii) A = {2n+ 1 | n = 1, 2}, B = {x | (x− 3)(x− 5) = 0, x は整数}

 

 

解説動画

考え方
(1) 2 以上の自然数において，1 とその数以外に約数をもたない数を素数という．それぞ
れの要素が，15以下の素数であるか否かを調べる．
(3) A, B の要素を具体的に書き並べて表し，要素を比較して包含関係を調べる．

{1, 2, 3, 4, 6, 12︸ ︷︷ ︸
x の要素を書き並べて表す

}

{x | −3 ≦ x < 4, x は整数︸ ︷︷ ︸
x の満たす条件

}

解答
(1) (i) 2は 15以下の素数であるから，2 ∈ A

(ii) 10は 15以下の素数ではないから，10 /∈ A

(iii) 13は 15以下の素数であるから，13 ∈ A

◀ 集合 Aの要素を書き並べて
表すと，

A = {2, 3, 5, 7, 11, 13}

(2) (i) {1, 2, 3, 4, 6, 12}
(ii) {−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3}

◀ 波括弧を用いて表す．

(3) (i) A = {2 · 0− 1, 2 · 1− 1, 2 · 2− 1, 2 · 3− 1, 2 · 4− 1, 2 · 5− 1}

= {−1, 1, 3, 5, 7, 9},

B = {6 · 1− 5, 6 · 2− 5} = {1, 7}
よって，B ⊂ A

(ii) A = {2 · 1 + 1, 2 · 2 + 1} = {3, 5}
また，(x− 3)(x− 5) = 0を解くと，x = 3, 5

したがって，B = {3, 5}
よって，A = B

◀ 例えば，Aの要素 −1は B

に属さないから，A ⊂ B では
ない．

問題 I2.1.1 ⋆ 解答 p.259

(1) A = {x | x は 20以下の奇数} とする．次の の中に，∈または /∈のいずれか適するものを書き入
れよ．
(i) 7 A (ii) 12 A

(2) 次の集合を要素を書き並べて表せ．
(i) 16 の正の約数全体の集合 (ii) {x | −5 ≦ x < 3, x は整数}

(3) 次の 2つの集合 A, B の間に成り立つ包含関係をいえ．
(i) A = {4n+ 1 | 0 ≦ n ≦ 1, n は整数}, B = {2n− 1 | −1 ≦ n ≦ 3, n は整数}

(ii) A = {2n+ 1 | n = 0, 1}, B = {x | (x− 1)(x− 3) = 0, x は整数}
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例題 I2.1.2 ⋆2つの集合の共通部分と和集合，補集合

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} を全体集合とする．U の部分集合 A, B を
A = {1, 2, 4, 6, 8, 10}, B = {1, 3, 6, 9}とするとき，次の集合を求めよ．
(1) A ∩B (2) A ∩B (3) A ∩B

(4) A ∪B (5) A ∪B
 

 

解説動画

考え方 与えられた条件をもとに，ベン図をかく．(5)は，ド・モルガンの法則を用いるとよい．

解答
与えられた条件をもとに，U, A, B をベン図で表すと，下の図のようになる．
(1) A ∩B は，Aと B の共通部分であるから，

A ∩B = {1, 6}

(2) A ∩ B は B の要素のうち，A ∩ B の要素では
ないものであるから，

A ∩B = {3, 9}

◀

◀

U

A B2
4

6

1 3
8

5 7

9
10

(3) A ∩B は，A ∩B の補集合である．
よって，(1)より，

A ∩B = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}

(4) A ∪B は, A と B の和集合である.
A = {3, 5, 7, 9}, B = {2, 4, 5, 7, 8, 10}より，

A ∪B = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10}

(5) ド・モルガンの法則より，A ∪B = A∩B となり，A ∪B は，Aと B の共通部
分である．
よって，(2)より，

A ∪B = A ∩B = {3, 9}

U

A B2
4

6
1 3

8

5 7

9
10

U

A B2
4

6
1 3

8

5 7

9
10

U

A B2
4

6
1 3

8

5 7

9
10

◀

◀ (B) = B

◀ U から A ∪ B を除いたも
のである．

ド・モルガンの法則
A ∩ B = A∪B, A ∪ B = A∩B

【注意】 (1)，(3)より，A ∩B と A ∩B は補集合の関係であることがわかる．また，(3)と (4)の関係や，(2)
と (5)の関係より，ド・モルガンの法則が成り立っていることがわかる．

問題 I2.1.2 ⋆ 解答 p.260

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} を全体集合とする．U の部分集合 A, B を A =

{2, 3, 5, 7, 9, 10}, B = {1, 5, 6, 9, 12}とするとき，次の集合を求めよ．
(1) A ∩B (2) A ∩B (3) A ∩B

(4) A ∪B (5) A ∪B
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例題 I2.1.3 ⋆⋆不等式で表される集合

実数全体を全体集合とし，その 2つの部分集合をA = {x | x−1 > 0}, B = {x | |x−1| ≦
2} とするとき，次の集合を求めよ．
(1) A ∩B (2) A ∪B (3) A ∪B  

 

解説動画

考え方 全体集合が実数全体の場合，要素を書き並べて表すことは難しいので，要素
の満たす条件を述べて表す．また，集合を視覚化して，数直線で表すとよい．なお，端
点を含むか否かにはよく注意すること．

a

P

x

a

P

x

解答
x− 1 > 0 より，x > 1

よって，A = {x |x > 1}
|x− 1| ≦ 2 より，−2 ≦ x− 1 ≦ 2

すなわち，−1 ≦ x ≦ 3

よって，B = {x | −1 ≦ x ≦ 3}

(1) 右の数直線より，

A ∩B = {x |1 < x ≦≦≦ 3} ◀ A ∩B は共通部分である．
−1 0 1 3 x

A
B

(2) B = {x | x < −1, 3 < x} であるから，右の数
直線より，

A ∪B = {x | x < −1, 1 < x}

◀ 端点を含むか否かをよく考
える（解を x ≦ −1, 3 ≦ xと
するのは誤りであるので注意
すること）．

−1 0 1 3 x

BB
A

(3) 右の数直線より， A ∪B = {x | x ≧ −1} であ
るから，

A ∪B = {x | x < −1} −1 0 1 3 x

AA ∪B
B

◀ 集合 A, B の条件を表す不
等式を解く．

◀ |x| ≦ a（a > 0）の解は，
−a ≦ x ≦ a

問題 I2.1.3 ⋆⋆ 解答 p.261 ▶ 節末 I2.1.2

実数全体を全体集合とし，その 2つの部分集合を A = {x | x+ 3 < 0}, B = {x | |x+ 3| ≦ 1} とするとき，
次の集合を求めよ．
(1) A ∪B (2) A ∩B (3) A ∩B
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例題 I2.1.4 ⋆⋆⋆集合の要素の決定

U = {x | x は実数} を全体集合とする．U の部分集合

A =
{
2, a+ 1, a2 + a− 6

}
, B =

{
2, 6, a2 − 4, a2 − 5a+ 4

}
とする．A ∩B = {0, 2} であるとき，定数 a の値を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 2 ∈ A, 2 ∈ B であり，2は明らかに A ∩B の要素である．ここでは，0が A ∩B の要素となるような aの条件
を求める．そこで， 0 ∈ A かつ 0 ∈ B となるような aの値について考えるが，先に 0 ∈ B であることを利用しようと
すると計算に手間が掛かるので，先に 0 ∈ A から考える．

解答
A ∩B = {0, 2} より，0 ∈ A であるから，a+ 1 = 0 または a2 + a− 6 = 0

(i) a+ 1 = 0，すなわち，a = −1 のとき

A = {−6, 0, 2}, B = {−3, 2, 6, 10}

したがって，0 /∈ B となるから，不適である．
(ii) a2 + a− 6 = 0 のとき

(a+ 3)(a− 2) = 0

したがって a = −3, 2

（ア）a = 2 のとき

A = {0, 2, 3}, B = {−2, 0, 2, 6}

したがって，A ∩B = {0, 2} となるから，条件に適する．
（イ）a = −3 のとき

A = {−2, 0, 2}, B = {2, 5, 6, 28}

したがって，0 /∈ B となるから，不適である．

◀ a = −1のとき，a2+a−6 =

(−1)2 + (−1)− 6 = −6

a2 − 4, a2 − 5a+ 4も同様に
計算すると，それぞれ −3, 10

となる．

◀ a = 2 のとき，a + 1 =

2 + 1 = 3

a2 − 4, a2 − 5a+ 4も同様に
計算すると，それぞれ 0, −2

となる．

◀ a = −3 のとき，a + 1 =

(−3) + 1 = −2

a2 − 4, a2 − 5a+ 4も同様に
計算すると，それぞれ 5, 28

となる．よって，(i)，(ii)より，求める a の値は a = 2

◀ 0 ∈ A から考える．

One Point
計算に手間が掛からないように条件を用いる．

【注意】 0 ∈ B から考えて場合分けをしようとすると，a2 = 4または a2 − 5a+ 4 = 0より，a = ±2または
a = 1, 4となる．これより，a = −2, 1, 2, 4の 4つの場合を考えなければならないので，0 ∈ B からではな
く，扱いやすい 1次式を含む 0 ∈ Aから考えて場合分けをするとよい．

問題 I2.1.4 ⋆⋆⋆ 解答 p.262

U = {x | x は実数} を全体集合とする．U の部分集合

A =
{
3, a+ 2, a2 − a− 11

}
, B =

{
3, 7, a2 − 15, a2 − 3a+ 2

}
とする．A ∩B = {1, 3} であるとき，定数 a の値を求めよ．
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例題 I2.1.5 ⋆⋆3つの集合の共通部分，和集合

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}を全体集合とする．U の部分集合 A, B, C

を A = {n | n は 12 の正の約数}，B = {n | n は奇数}，C = {n | n は 10の正の約数}
とするとき，次の集合を求めよ．
(1) A ∩B ∩ C (2) (A ∪B) ∩ C (3) (A∩C)∪(B∩C) (4) A ∩B ∩ C

 

 

解説動画

考え方 2つの集合のときと同様に，与えられた条件をもとに，ベン図をかく．(4)は，ド・モルガンの法則を用いる．

解答
A = {1, 2, 3, 4, 6, 12}, B = {1, 3, 5, 7, 9, 11}, C = {1, 2, 5, 10} であり，
与えられた条件をもとに，U, A, B, C をベン図で表すと．下の図のようになる．

(1) A∩B ∩C は，A，B，C の共通部分であるか
ら，

A ∩B ∩ C = {1}

(2) A ∪B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 12}よ
り，

(A ∪B) ∩ C = {1, 2, 5}

◀ (A ∪B) ∩ C

U
A

B C

4 6 12

3 2

5
7

9
11

10

1

8

(3) A ∩ C = {1, 2}, B ∩ C = {1, 5}より，

(A ∩ C) ∪ (B ∩ C) = {1, 2, 5}

(4) ド・モルガンの法則より，

A ∩B ∩ C = A ∪B ∪ C = {8}

◀ (2)，(3)の結果より，
(A ∪B) ∩ C

=(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

U
A

B C

3つの集合における分配法則，ド・モルガンの法則
3つの集合A, B, C について，次のことが成り立つ．
(i) 結合法則

(A∩B)∩C = A∩ (B ∩C), (A∪B)∪C = A∪ (B ∪C)

(ii) 分配法則

(A∩B)∪C = (A∪C)∩ (B ∪C), (A∪B)∩C = (A∩C)∪ (B ∩C)

(iii) ド・モルガンの法則

A ∩ B ∩ C = A∪B ∪C, A ∪ B ∪ C = A∩B ∩C

問題 I2.1.5 ⋆⋆ 解答 p.263

U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15}を全体集合とする．U の部分集合 A, B, C を
A = {n | n は 10 の正の約数}，B = {n | n は偶数}，C = {n | n は 14の正の約数} とするとき，次の集
合を求めよ．
(1) A ∩B ∩ C (2) (A ∪B) ∩ C

(3) (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) (4) (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)
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例題 I2.1.6 ⋆⋆⋆⋆集合の包含関係・相等の証明

Zを整数全体の集合とするとき，次のことを証明せよ．
(1) A = {6x+ 1 | x ∈ Z}, B = {3x+ 1 | x ∈ Z} であるとき，A ⊂ B かつ A ̸= B

(2) A = {4x− 3y | x ∈ Z, y ∈ Z}, B = {5x+ 2y | x ∈ Z, y ∈ Z}であるとき，A = B  

 

解説動画

考え方
(1) Aのすべての要素が B の要素であること，すなわち，α ∈ A ならば，α ∈ B が成り立つとき，Aを B の部分集合と
いう．よって，「α ∈ Aならば，α ∈ B」を示せばよい．また，A ̸= B であることを示すためには，B の要素であるが A

の要素ではないものを 1つ挙げればよい．
(2) A = B（2つの集合の相等）を示すためには，A ⊂ B かつ B ⊂ A 示せばよい．なお，A ⊂ B の証明は，任意の整数
x, y に対して，「4x− 3y = 5× (整数) + 2× (整数)」で表せることを示す（B ⊂ Aも同様の手法で示すことができる）．

解答
(1) α ∈ Aとすると，α = 6x+ 1 (x ∈ Z)と表すことができる．
このとき，α = 3× 2x+ 1と表されるので，2x = y とおくと，α = 3y + 1 (y ∈ Z)
したがって，α ∈ B

よって，α ∈ Aならば，α ∈ B が成り立つから，A ⊂ B

また，4 ∈ B であるが 4 /∈ Aであることから，A ̸= B ■

(2) (i) α ∈ Aとすると，α = 4x− 3y (x ∈ Z, y ∈ Z)と表すことができる．
4 = 5× 0 + 2× 2, 3 = 5× 1 + 2× (−1) より，

α = (5× 0 + 2× 2)x− {5× 1 + 2× (−1)}y = 5× (−y) + 2(2x+ y)

x ∈ Z, y ∈ Z より，−y ∈ Z, 2x+ y ∈ Z であるから，α ∈ B

したがって，A ⊂ B が成り立つ．
(ii) β ∈ B とすると，β = 5x + 2y (x ∈ Z, y ∈ Z) と表すことがで
きる．
5 = 4× 2 + 3× (−1), 2 = 4× (−1) + 3× 2 より，

β = {4×2+3×(−1)}x+{4×(−1)+3×2}y = 4(2x−y)−3(x−2y)

x ∈ Z, y ∈ Z より，2x− y ∈ Z, x− 2y ∈ Z であるから，β ∈ A

したがって，B ⊂ A が成り立つ．

◀ 4x−3yを 5× (整数)+2×
(整数) · · ·（ア）の形で表すた
めに，4と 3を (ア)の形で表
す．なお，3 = 5×1+2×(−1)

などとしてもよい．

◀ 5x+2yを 4× (整数)−3×
(整数) · · ·（イ）の形で表すた
めに，5と 2を (イ)の形で表
す．

よって，(i)，(ii)より，A ⊂ B かつ B ⊂ Aであるから，A = B が成り立つ． ■

◀ α ∈ B を示すために，
3× (整数) + 1の形にする．

◀ B の要素であるが，Aの要
素ではないものを 1つ挙げる
ことで，A ̸= B が示せる．

One Point
A ⊂ B ⇐⇒ x ∈ A ならば， x ∈ B,

A = B ⇐⇒ A ⊂ B かつ B ⊂ A

【注意】 4× 1− 3× 1 = 1のようになることから，4×n− 3×n = nであることがわかる．つまり，x = y = n

のとき，4x− 3y = nとなり，Aは整数全体となる（B も同様に x = n, y = −2nのときを考えれば，整数全
体となることがわかる）．

問題 I2.1.6 ⋆⋆⋆⋆ 解答 p.264 ▶ 章末 I2.1
Zを整数全体の集合とするとき，次のことを証明せよ．
(1) A = {6x+ 5 | x ∈ Z}, B = {3x− 1 | x ∈ Z} であるとき，A ⊂ B

(2) A = {5x+ 2y | x ∈ Z, y ∈ Z}, B = {4x+ 3y | x ∈ Z, y ∈ Z}であるとき，A = B
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例題 I2.1.7 ⋆命題の真偽

次の命題の真偽を調べよ．また，偽のときは具体的な反例を挙げよ．ただし，x, y は実数
とする．
(1) x = 2ならば，x2 = 4

(2) x2 = 9ならば，x = 3

(3) |x| < 1ならば，x < 1

(4) x+ y = 0ならば，x = y = 0

(5) △ABC が二等辺三角形ならば，∠A = ∠B

 

 

解説動画

考え方 命題「p =⇒ q」が 真である ときは，その命題が正しいことを示す．命題「p =⇒ q」が 真ではない（偽である） と
きは，pは満たすが q を満たさないもの，すなわち，pであるが q ではないもの（反例）を探し，1つ挙げればよい．なお，
命題の真偽を判断するときは，先に反例があるか否かを調べるとよい．

解答
(1) x = 2の両辺を 2乗すると，x2 = 4

よって，命題は真である．

(2) x = −3のとき，x2 = 9であるが，x = 3ではない．
よって，命題は偽である．
反例は，x = −3

(3) |x| < 1より，−1 < x < 1

したがって，x < 1

よって，命題は真である．

(4) x = 1, y = −1 のとき，x+ y = 0 であるが，x = y = 0 ではない．
よって，命題は偽である．
反例は，x = 1, y = −1

(5) ∠A = ∠C = 45◦, ∠B = 90◦ のとき，△ABCは二等辺三角形であるが，∠A = ∠B
ではない．
よって，命題は偽である．
反例は，∠∠∠A = ∠∠∠C = 45◦, ∠∠∠B = 90◦

◀ A = B ならば，A2 = B2

が成り立つ．

◀ x2 = 9 を解くと，x =

3, −3

◀ −1 < x < 1 より，
x < 1 が成り立つ．

◀ 先に反例があるか否かを
調べる．また，反例は他にも，
x = 2, y = −2などが挙げら
れる．

◀ ∠A ̸= ∠B
B

A C

|| ||90◦

45◦ 45◦

One Point
命題の真偽は，先に反例を探すとよい．

問題 I2.1.7 ⋆ 解答 p.265 ▶ 節末 I2.1.3

次の命題の真偽を調べよ．また，偽のときは具体的な反例を挙げよ．ただし，x, y は実数とする．
(1) x2 = 16ならば，x = 4

(2) x− y = 0ならば，x = y = 0

(3) x2 + y2 = 0 ならば，x = y = 0

(4) xy が有理数ならば，x, y はともに有理数である．
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例題 I2.1.8 ⋆命題の真偽と集合

次の命題の真偽を，集合の考えを用いて調べよ．
(1) nを自然数とする．nが 6以下の正の偶数ならば，nは 12の正の約数である．
(2) 実数 xについて，0 ≦ x ≦ 2ならば，|x| < 2  

 

解説動画

考え方 条件 p, q を満たすもの全体の集合をそれぞれ P, Q とする．命題「p =⇒ q」の真偽は，P と Qの包含関係を調
べればよい．

p =⇒ q が真

P

Q

P ⊂ Qが成立

p =⇒ q が偽

反例

P
Q

反例

P
Q

反例

P
Q

また，実数の集合を扱うときは，数直線を用いると考えやすい．

解答
(1) P = {2, 4, 6}, Q = {1, 2, 3, 4, 6, 12}とおくと，

P ⊂ Q

よって，命題は真である．

(2) P = {x | 0 ≦ x ≦ 2}, Q = {x | |x| < 2}とおく．
|x| < 2より，−2 < x < 2

P, Qを数直線上に表すと，右の図のようになる．
ここで，x = 2のとき，P に属するが，Qには属さ
ない．
したがって，P ⊂ Qは成り立たない．

◀ x = 2が反例である．
−2 0 2 x

Q

P

よって，命題は偽である．

◀

◀ |x| < a（a > 0）の解は，
−a < x < a

P

Q

2 4
6

1

3

12

問題 I2.1.8 ⋆ 解答 p.265

次の命題の真偽を，集合の考えを用いて調べよ．
(1) nを自然数とする．nが 1桁の正の奇数ならば，nは 15の正の約数である．
(2) 実数 xについて，|x| < 3ならば，x > −4
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例題 I2.1.9 ⋆⋆必要条件・十分条件

次の に最も適するものを，(i)～(iv)から選べ．ただし，x, y は実数とする．
(1) x > 0は，x ≧ 0であるための ．
(2) x > y は，x4 > y4 であるための ．
(3) x = y = 1は，2x− y = 2y − 1 = 1であるための ．
(4) △ABC において, ∠A < 90◦ は, △ABC が鋭角三角形であるための ．

(i) 必要条件であるが十分条件ではない (ii) 十分条件であるが必要条件ではない

(iii) 必要十分条件である (iv) 必要条件でも十分条件でもない

 

 

解説動画

考え方 命題を「p =⇒ q」，「q =⇒ p⌟ の形に変形して考える．
(i) pは必要条件

p
偽

−�====�−
真

q

(ii) pは十分条件

p
真

−�====�−
偽

q

(iii) pは必要十分条件

p
真

−�====�−
真

q

(iv) 必要条件でも十分条件でもない

p
偽

−�====�−
偽

q

解答
(1) 「x > 0 =⇒ x ≧ 0」は，真である．
「x ≧ 0 =⇒ x > 0」は，偽である．反例は，x = 0

よって，(ii) 十分条件であるが必要条件ではない
(2) 「x > y =⇒ x4 > y4」は，偽である．反例は，x = 0, y = −1

「x4 > y4 =⇒ x > y」は，偽である．反例は，x = −1, y = 0

よって，(iv) 必要条件でも十分条件でもない
(3) x = y = 1のとき，2x− y = 2 · 1− 1 = 1, 2y − 1 = 2 · 1− 1 = 1

したがって，「x = y = 1 =⇒ 2x− y = 2y − 1 = 1」は，真である．
2x− y = 2y − 2 = 2のとき，2y − 1 = 1から，y = 1

また，これを 2x− y = 1に代入すると，x = 1

したがって，「2x− y = 2y − 1 = 1 =⇒ x = y = 1」は，真である．
よって，(iii) 必要十分条件である
(4) △ABC において，「∠A < 90◦ =⇒ △ABC が鋭角三角形」は，偽である．
反例は，∠A = 30◦ < 90◦, ∠B = 30◦, ∠C = 120◦

「△ABC が鋭角三角形 =⇒ ∠A < 90◦ 」は，真である．
よって，(i) 必要条件であるが十分条件ではない

◀
x > 0

真
−�=====�−
偽

x ≧ 0

◀
x > y

偽
−�=====�−
偽

x4 > y4

◀ x, y の値を代入して，真で
あることを確かめる．

◀

A

B

C
30◦ 120◦

30◦

問題 I2.1.9 ⋆⋆ 解答 p.266 ▶ 節末 I2.1.4

次の に最も適するものを，(i)～(iv)から選べ．ただし，x, y は実数とする．
(1) x = 2は，x2 < 10であるための ．
(2) x+ y > 10は，x > 5かつ y > 5であるための ．

(i) 必要条件であるが十分条件ではない (ii) 十分条件であるが必要条件ではない

(iii) 必要十分条件である (iv) 必要条件でも十分条件でもない
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https://www.youtube.com/watch?v=-jzULzjq2Ik


数学 I
2.1

2 集合と命題 2.1 集合と論理

例題 I2.1.10 ⋆条件の否定

次の条件の否定を述べよ．ただし，a, b, c, x を実数，m, n を整数とする．
(1) 1 < x ≦ 2 (2) x < −2 または x ≧ 3

(3) x = 1または x = −1 (4) m, n はともに偶数

(5) a = b = c = 0

 

 

解説動画

考え方 条件を，「かつ」「または」を用いて言い換えることができるかを考える．

(4)「ともに」は「かつ」を用いて言い換えることができる．「 整数 m,n はともに偶数 」
⇐⇒ 「 整数 m が偶数かつ整数 n が偶数 」であり，その 否定 を考える．

m 偶 偶 奇 奇
n 偶 奇 偶 奇

(5) a = b = c = 0は，a = 0かつ b = 0かつ c = 0であることから，次のド・モルガンの法則を用いる（ド・モルガンの
法則は 3つの集合や条件についても成り立つ）．

pかつ qかつ r ⇐⇒ pまたは qまたは r

解答
(1) 「1 < x ≦ 2」は，「x > 1かつ x ≦ 2」のことである．
よって，否定は，「x ≦≦≦ 1 または x > 2」
(2) 否定は，「x ≧ −2 かつ x < 3」
すなわち，「−2 ≦≦≦ x < 3」
(3) 否定は，「x ̸= 1 かつ x ̸= −1」
(4) 「整数 m, n はともに偶数」は，「整数 m は偶数かつ整数 n は偶数」のことで
ある．
よって，否定は，「整数 m は奇数または整数 n は奇数」
(5) 「a = b = c = 0」は，「a = 0 かつ b = 0 かつ c = 0 」のことである．
よって，否定は，「a ̸= 0 または b ̸= 0 または c ̸= 0」

◀ 「整数 m, n の少なくとも
1つは奇数」としてもよい．

◀ 「a, b, c のうち少なくと
も 1つは 0ではない」として
もよい．

ド・モルガンの法則

pかつ q ⇐⇒ pまたは q, pまたは q ⇐⇒ pかつ q

問題 I2.1.10 ⋆ 解答 p.266

次の条件の否定を述べよ．ただし，x, y を実数とする．
(1) 0 ≦ x < 5 (2) xは 1でも 2でもない

(3) x = 0 または x = 2 (4) x, y の少なくとも一方は 1である．
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https://www.youtube.com/watch?v=-sYZC48f6dg


数学 I
2.1

2 集合と命題 2.1 集合と論理

例題 I2.1.11 ⋆⋆⋆「すべて」「ある」の否定

次の命題の否定を述べよ．また，もとの命題とその否定の真偽を答えよ．
(1) すべての実数 xについて，x2 > 0

(2) ある自然数 nについて，n2 = 2n

(3) 任意の実数 x, y について，x2 − 2xy + y2 > 0
 

 

解説動画

考え方 命題の否定において「すべて」と「ある」を含むとき，「すべて」と「ある」を入れ替えて ，もとの命題の結論
を否定すればよい．一般に， pが真のときその否定 pは偽 であり， pが偽のときその否定 pは真 であることが成り立つ．
また，解答では否定の真偽の理由を記しているが，もとの命題の真偽がわかっている場合は，必ずしも記す必要はない（例
えば，「もとの命題が真なので，否定は偽である」などと否定の理由を省略してよい．なお，否定の真偽がわかっている場
合も同様である）．

解答
(1) 否定は，「ある実数 xについて，x2 ≦≦≦ 0」
これは，x = 0のとき，x2 = 0

よって，真である．
また，もとの命題は x = 0のとき，x2 = 0であるから，x2 > 0は成り立たない．
よって，偽である．
(2) 否定は，「すべての自然数 nについて，n2 ̸= 2n」
これは，n = 2のとき，n2 = 2nであるから，n2 ̸= 2nは成り立たない．
よって，偽である．
また，もとの命題は n = 2のとき，n2 = 2nであるから，真である．
(3) 否定は，「ある実数 x, y について，x2 − 2xy + y2 ≦≦≦ 0」
これは，x = y = 0のとき，x2 − 2xy + y2 = 0

よって，真である．
また，もとの命題は x = y = 1とすると，x2 − 2xy + y2 = 12 − 2 · 1 · 1 + 12 = 0

よって，偽である．

◀ 「すべて」を「ある」に入
れ替える．

◀ n = 0も反例である（日本
の高校数学では 0を自然数に
含めない）．

◀ x2 − 2xy + y2 = 0

⇐⇒ (x− y)2 = 0

⇐⇒ x = y

One Point
命題の否定は，「すべて」と「ある」に注意する．

【注意】「すべての x」を，「任意の x」ということもある（「常に」を用いて表されることもある）．また，「ある
x」を，「適当な x」や「少なくとも 1つの x」ということもある．

問題 I2.1.11 ⋆⋆⋆ 解答 p.267

次の命題の否定を述べよ．また，もとの命題とその否定の真偽を答えよ．
(1) ある整数 k について，k2 = 3k

(2) 任意の実数 x, y について，(x+ y)2 > x2 + y2
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https://www.youtube.com/watch?v=Qi8FkEnOVDQ


数学 I
2.1

2 集合と命題 2.1 集合と論理

例題 I2.1.12 ⋆逆・裏・対偶

次の命題の逆，裏，対偶を述べよ．また，それらの真偽を調べよ．ただし，x, a, bは実数
とする．
(1) x = 4ならば，x2 = 16 (2) a+ b ≧ 0 ならば，a ≧ 0 かつ b ≧ 0

 

 

解説動画

考え方 命題「p =⇒ q」とその逆，裏，対偶との関係は，右の図のようになる．
「p =⇒ q」と「q =⇒ p」，「p =⇒ q」と「q =⇒ p」は互いに対偶の関係にあり，
その真偽は一致 する．なお，真偽を答えるときは，明らかに真であることが成り
立つのであれば証明を省略してもよいが，偽のときは反例を必ず示すように注意
すること．

p =⇒ q

p =⇒ q

q =⇒ p

q =⇒ p

逆

裏 対偶 裏

逆

解答
(1) 逆は，「x2 = 16 ならば， x = 4」
これは，偽である．反例は，x = −4

裏は，「x ̸= 4 ならば， x2 ̸= 16」
これは，偽である．反例は，x = −4

対偶は，「x2 ̸= 16 ならば， x ̸= 4」
これは，もとの命題が真 (x = 4 ならば，x2 = 16

) であるから，真である．
(2) 逆は，「a ≧≧≧ 0 かつ b ≧≧≧ 0ならば， a+ b ≧≧≧ 0」
これは，明らかに成り立つから，真である．
裏は，「a+ b < 0 ならば， a < 0 または b < 0」
これは，裏の対偶，すなわち，逆が真であるから，真である．
対偶は，「a < 0 または b < 0 ならば， a+ b < 0」
これは，偽である．反例は，a = −1, b = 2

◀ 裏の反例は，逆の反例と同
じものでよい．

◀ a ≧ 0かつ b ≧ 0より，辺々
を足し合わせると，a+ b ≧ 0

◀ 逆と裏の真偽は一致する．
◀ なお，もとの命題は偽であ
る．

One Point
命題とその対偶は，真偽が一致する．

【注意】「a < 0 または b < 0」は「a, bの 少なくとも 1つ は 0より小さい」などと表されることもある．

問題 I2.1.12 ⋆ 解答 p.267

次の命題の逆，裏，対偶を述べよ．また，それらの真偽を調べよ．ただし，x, y は実数とする．
(1) x = −3ならば，x2 = 9

(2) x+ y > 2 ならば，x, y の少なくとも 1つは 1より大きい．
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https://www.youtube.com/watch?v=qirH27t7N7g


数学 I
2.1

2 集合と命題 2.1 集合と論理

例題 I2.1.13 ⋆⋆対偶を用いた証明 1

次の命題を証明せよ．ただし，m, nを整数とする．
(1) n2 が偶数ならば，nは偶数である．
(2) mn が偶数ならば，m または n は偶数である．  

 

解説動画

考え方
(1)「n2 が偶数 =⇒ nは偶数」を直接証明するのは，n2 が扱いにくいので難しい（素因数分解の一意性を用いれば証明で
きるが，敷居が高い）．そこで，このように直接証明することが難しいときは，対偶を用いて証明することを考える．対偶
を考えると，次数の低い nを含む条件が仮定となり，扱いやすくなる．
(2) mn が偶数であることから，「 mが偶数または nが偶数 · · · (i)」であることを
直接証明するのは，3 つの場合があり扱いにくい．そこで，対偶を考えると，(i) は
「 mが奇数かつ nが奇数 」となり，扱いやすくなる．

m 奇 奇 偶 偶
n 奇 偶 奇 偶

解答
(1) もとの命題の対偶「n が奇数ならば，n2 は奇数である」を証明する．
n は奇数であるとき，整数 k を用いて n = 2k + 1 と表せるから，

n2 = (2k + 1)2 = 2
(
2k2 + 2k

)
+ 1

k は整数より，2k2 + 2k も整数であるから，n2 は奇数である．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■
(2) もとの命題の対偶「m, n がともに奇数ならば，mn は奇数である」を証明する．
m, n は奇数であるとき，整数 k, l を用いて m = 2k+1, n = 2l+1 と表せるから，

mn = (2k + 1)(2l + 1) = 2(2kl + k + l) + 1

k, l は整数より，2kl + k + l も整数であるから，mn は奇数である．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■

◀ n = 2k − 1 とおいてもよ
い．

◀ 2k2 +2kが整数であること
を記すように注意すること．

◀ 「m が偶数または n が偶
数」の否定は，「mは奇数かつ
nは奇数」，すなわち，「m, n

はともに奇数」である．

対偶証明法
直接証明するのが難しいときは，対偶を用いて証明する．

【注意】 ■はハルモス記号や墓石記号といい，証明の終わりを示す（□などでも表される）．なお，証明の終わ
りに必ずしも記す必要はない．
【余談】例えば，k を整数とすると，整数 n は次のように表すことができる．

(i) 2k, 2k+ 1 （偶数，奇数)
(ii) 3k, 3k+ 1, 3k+ 2 （3で割った余りが 0, 1, 2)

(iii) pk, pk+ 1, pk+ 2, . . . , pk+ (p− 1) (p で割った余りが 0, 1, 2, . . . , p− 1)
これらを用いると，(1)と同様の手法で，「n2 が 3の倍数ならば，nは 3の倍数である」や，「n2 が 5の倍数

ならば，nは 5の倍数である」などを示すことができる．

問題 I2.1.13 ⋆⋆ 解答 p.268 ▶ 節末 I2.1.5 ▶ 章末 I2.2 ▶ 章末 I2.3

次の命題を証明せよ．ただし，a, bを整数とする．
(1) a3 が偶数ならば，aは偶数である．
(2) a2 + b2 が奇数ならば，積 abは偶数である．
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https://www.youtube.com/watch?v=5cMytgLwCKo


数学 I
2.1

2 集合と命題 2.1 集合と論理

例題 I2.1.14 ⋆⋆⋆対偶を用いた証明 2

次の命題を証明せよ．ただし，m, nを整数とする．

mn が 3 の倍数ならば，m, n の少なくとも一方は 3 の倍数である．
 

 

解説動画

考え方 直接証明するのは，「mnが 3の倍数」が扱いにくいので難しい．ここで，「少なくとも一方」，すなわち，「少なく
とも 1つ」は，「または」と言い換えることができる．「かつ」と「または」を入れ替えて，対偶を用いて証明する．

One Point

「p =⇒ (q または r)」の対偶は，「(q かつ r) =⇒ p」

解答
もとの命題の対偶「m, n がともに 3 の倍数ではないならば，mn は 3 の倍数では
ない」を証明する．
m, n がともに 3 の倍数ではないとき，3で割ったときの余りはそれぞれ 1または 2

であるから，k, l を整数とすると，次の (i)～(iv)のいずれかの場合で表せる．

(i) m = 3k + 1, n = 3l + 1 のとき

mn = (3k + 1)(3l + 1) = 3(3kl + k + l) + 1

3kl + k + l は整数であるから，mn は 3 の倍数ではない．
(ii) m = 3k + 1, n = 3l + 2 のとき

mn = (3k + 1)(3l + 2) = 3(3kl + 2k + l) + 2

3kl + 2k + l は整数であるから，mn は 3 の倍数ではない．
(iii) m = 3k + 2, n = 3l + 1 のとき

mn = (3k + 2)(3l + 1) = 3(3kl + k + 2l) + 2

3kl + k + 2l は整数であるから，mn は 3 の倍数ではない．
(iv) m = 3k + 2, n = 3l + 2 のとき

mn = (3k + 2)(3l + 2) = 3(3kl + 2k + 2l + 1) + 1

3kl + 2k + 2l + 1 は整数であるから，mn は 3 の倍数ではない．

◀ 3× (整数) + 1より，3で
割った余りが 1であるので，3
の倍数ではない．

したがって，(i)～(iv)のいずれの場合も，mnは 3の倍数ではない．
ゆえに，対偶は真である．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■

◀ m = 3k± 1, n = 3l± 1と
おいて証明することもできる．

問題 I2.1.14 ⋆⋆⋆ 解答 p.268

次の命題を証明せよ．ただし，a, b, c は整数とする．

a2 + b2 + c2 が偶数ならば，a, b, c のうち少なくとも 1つは偶数である．
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https://www.youtube.com/watch?v=PCZa6BgU2PQ


数学 I
2.1

2 集合と命題 2.1 集合と論理

例題 I2.1.15 ⋆⋆背理法を用いた証明 1

(1)
√
2 は無理数であることを証明せよ．

(2)
√
2は無理数であることを用いて，

√
2 + 1 が無理数であることを証明せよ．

 

 

解説動画

考え方 直接証明するのは，無理数であることを一般的な式で表しにくいので難しい．無理数であることを否定すると，有
理数になる．背理法を用いて，

√
2が有理数，すなわち， 既約分数で表されると仮定して 矛盾を導く（この手法は厳密に

は，無理数の定義を用いている操作に過ぎず，背理法ではないという考え方もある）．
なお，2つの自然数 a, b の最大公約数が 1 であるとき，a, b は互いに素であるといい，このとき，a

b は既約分数である．

解答
(1)

√
2 が有理数であると仮定すると，

√
2 =

m

n
(m とn は互いに素な自然数)

と表される．
このとき，

√
2n = m

両辺を 2 乗すると，2n2 = m2 · · · (i)
2n2 は 2の倍数であるから，m2 も 2 の倍数である．
したがって，m は 2 の倍数となる．
m = 2k (k は整数) とおくと，(i) より 2n2 = (2k)2

すなわち，n2 = 2k2

2k2 は 2の倍数であるから，n2 は 2 の倍数である．
したがって，n は 2 の倍数となる．
ゆえに，m, n はともに 2 の倍数となり，互いに素であることに矛盾する．
よって，

√
2 は無理数である． ■

(2)
√
2 + 1 が有理数であると仮定すると，

√
2 + 1 = r (r は有理数)

と表される．
整理すると，

√
2 = r − 1

r − 1 は有理数であるから，
√
2 も有理数となる．

これは，
√
2 が無理数であることに矛盾する．

よって，
√
2 + 1 は無理数である． ■

◀ 結論の否定を仮定する（無
理数ではないことから，有理
数であると仮定する）．

◀ 偶数である．
◀ m2 が 2の倍数ならば，m

も 2の倍数である．

◀ m, nがともに 2を約数に
もつことから，互いに素であ
ることに反する．
◀ 結論の否定を仮定する．

◀ (有理数)− (有理数)

= (有理数)

One Point
背理法 → 結論の否定を仮定して，矛盾を導く．

【注意】 (1)は「n2 が k の倍数ならば，n も k の倍数である · · · (i)」であることを用いている．問題文によっ
ては，「(i)を用いてもよい」などと記されている場合もある．

問題 I2.1.15 ⋆⋆ 解答 p.269 ▶ 節末 I2.1.6

(1)
√
3 は無理数であることを証明せよ．

(2)
√
3は無理数であることを用いて，

√
3− 1 が無理数であることを証明せよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=nu9I2co6uZc


数学 I
2.1

2 集合と命題 2.1 集合と論理

例題 I2.1.16 ⋆⋆⋆背理法を用いた証明 2

a, b を有理数とするとき，次の問いに答えよ．ただし，
√
2 が無理数であることを用いて

もよい．
(1) a+ b

√
2 = 0 ならば，a = 0 かつ b = 0 であることを証明せよ．

(2) a(3 +
√
2) + b(4−

√
2) = 6 + 2

√
2 を満たす a, b の値を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 直接証明するのは難しいので，背理法を用いる．(1) の結論は，「a = 0 かつ b = 0」なので，その否定である
「a ̸= 0または b ̸= 0」を仮定してもよいが，ここでは b ̸= 0と仮定すると うまくいく．結論が「pかつ q」という場合は，
一方の否定のみを仮定して矛盾を導いた方が 考えやすい．

解答
(1) b ̸= 0 と仮定する．
a+ b

√
2 = 0より，

√
2 = −a

b

ここで，a, b は有理数より，−a
b も有理数となるが，これは

√
2 が無理数であるこ

とに矛盾する．
したがって，b = 0 である．
これを a+ b

√
2 = 0 に代入すると，a = 0

よって，a, b が有理数のとき，a+ b
√
2 = 0 ならば，a = 0 かつ b = 0である． ■

(2) a(3 +
√
2) + b(4−

√
2) = 6 + 2

√
2を整理すると，

(3a+ 4b− 6) + (a− b− 2)
√
2 = 0

a, b が有理数より，3a+ 4b− 6, a− b− 2 は有理数となる．したがって，(1)より，{
3a+ 4b− 6 = 0

a− b− 2 = 0

よって，これを解いて，a = 2, b = 0

◀ b = 0であることのみを導
いている．次に，b = 0を用い
て a = 0を導く．

◀
√
2について整理する．

◀ 3a + 4b − 6, a − b − 2が
ともに有理数であることを記
すように注意すること．
◀ 連立方程式を解く．

One Point

a, b, c, d が有理数，
√
A が無理数のとき，次のことが成り立つ．

a+ b
√
A = c+ d

√
A ならば，a = c, b = d

とくに，a+ b
√
A = 0 ならば，a = b = 0

【余談】背理法の無制限な利用に反対する考え方もある．この立場を構成主義や直観主義という．興味のある人
は調べてみるとよい．

問題 I2.1.16 ⋆⋆⋆ 解答 p.270 ▶ 節末 I2.1.6 ▶ 章末 I2.4

a, b を有理数とするとき，次の問いに答えよ．ただし，
√
3 が無理数であることを用いてもよい．

(1) a+ b
√
3 = 0 ならば，a = 0 かつ b = 0 であることを証明せよ．

(2) a(2 +
√
3) + b(5−

√
3) = 13 + 3

√
3 を満たす a, b の値を求めよ．
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節末問題 2.1 集合と論理

節末 I2.1.1 ⋆ 解答（節末）p.271

P = {a, b, c}の部分集合をすべて求めよ．

節末 I2.1.2 ⋆⋆ 解答（節末）p.271 ▶ 例題 I2.1.3

実数全体を全体集合とし，その 2つの部分集合を A = {x | |x− 1| <
√
6}, B = {x | −a ≦

x ≦ a} とするとき，次の問いに答えよ．ただし，a は正の定数とする．
(1) A ⊃ B となる a の値の範囲を求めよ．
(2) A ∪B に属する整数の個数が 9個となる a の値の範囲を求めよ．

節末 I2.1.3 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.272 ▶ 例題 I2.1.7

次の命題の真偽を調べよ．また，真のときにはその証明をし，偽のときは具体的な反例を
挙げよ．ただし，x, y は実数とし，

√
2,

√
5は無理数であることを用いてもよい．

(1) xが無理数，y が有理数ならば，x+ y は無理数である．
(2) x2 − x が有理数ならば，x は有理数である．
(3) x, y がともに無理数ならば，x+ y, x2 + y2 のうち少なくとも一方は無理数である．

節末 I2.1.4 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.272 ▶ 例題 I2.1.9

次の に最も適するものを，(i)～(iv)から選べ．ただし，a, b, c は実数とする．
(1) a = bは，ac = bcであるための
(2) a = b = cは，a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca = 0であるための
(3) a2 > b2 は，a > bであるための

(i) 必要条件であるが十分条件ではない (ii) 十分条件であるが必要条件ではない

(iii) 必要十分条件である (iv) 必要条件でも十分条件でもない

節末 I2.1.5 ⋆⋆ 解答（節末）p.273 ▶ 例題 I2.1.13

次の命題が成り立つことを対偶を用いて証明せよ．

x, y がともに正の数のとき，x2 + y2 ≧ 4 ならば，x ≧
√
2 または y ≧

√
2 である．

節末 I2.1.6 ⋆⋆⋆⋆ 解答（節末）p.273 ▶ 例題 I2.1.15 ▶ 例題 I2.1.16

整数 a, b を係数とする 2 次方程式 x2 + ax+ b = 0 が有理数の解 r をもつならば，r は整
数であることを証明せよ．
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章末問題 2 集合と命題

2.2 章末問題 2
章末 I2.1 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.274 ▶ 例題 I2.1.6

Z を整数全体の集合とするとき，次のことを証明せよ．

A = {5x+ 2y | x ∈ Z, y ∈ Z} であるとき，A = Z

章末 I2.2 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.274 ▶ 例題 I2.1.13

次の命題の真偽を調べよ．また，真のときにはその証明をし，偽のときには具体的な反例
を挙げよ．ただし，a, b を自然数とする．
(1) a が奇数かつ b が奇数ならば，a2 + b2 が偶数
(2) a2 + b2 が偶数ならば，a が偶数かつ b が偶数
(3) a2 + b2 が奇数ならば，a が奇数または b が奇数

章末 I2.3 ⋆⋆ 解答（章末）p.275 ▶ 例題 I2.1.13

次の命題を証明せよ．ただし，m, nは正の整数，m > nとする．
m+ n

m− n
が既約分数ならば， n

m
は既約分数である．

章末 I2.4 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.275 ▶ 例題 I2.1.16
√
a+

√
b が有理数ならば，√

a,
√
b はともに有理数であることを証明せよ．ただし，a, b

を正の有理数とする．

章末 I2.5 ⋆⋆ 解答（章末）p.276

三角形の内角で，60◦ 以上のものが少なくとも 1つ存在することを証明せよ．
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3 2次関数
1節 2次関数のグラフ（pp.80-94），2節 2次関数の最大・最小と決定（pp.95-109），

3節 2次方程式と 2次不等式（pp.110-148）
例題（問題）一覧
番号 難易度 1回目 2回目
I3.1.1 ⋆

I3.1.2 ⋆

I3.1.3 ⋆

I3.1.4 ⋆

I3.1.5 ⋆

I3.1.6 ⋆⋆

I3.1.7 ⋆⋆

I3.1.8 ⋆

I3.1.9 ⋆⋆⋆

I3.1.10 ⋆⋆

I3.1.11 ⋆⋆⋆

I3.1.12 ⋆⋆⋆

I3.2.1 ⋆

I3.2.2 ⋆⋆

I3.2.3 ⋆⋆⋆

I3.2.4 ⋆⋆⋆

I3.2.5 ⋆⋆⋆

I3.2.6 ⋆⋆⋆

I3.2.7 ⋆⋆⋆

I3.2.8 ⋆⋆⋆

I3.2.9 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I3.2.10 ⋆⋆

I3.2.11 ⋆⋆

I3.2.12 ⋆⋆

I3.2.13 ⋆⋆⋆

I3.3.1 ⋆

I3.3.2 ⋆⋆

I3.3.3 ⋆⋆⋆

I3.3.4 ⋆⋆

I3.3.5 ⋆

I3.3.6 ⋆⋆

I3.3.7 ⋆⋆

I3.3.8 ⋆⋆⋆

I3.3.9 ⋆

I3.3.10 ⋆⋆

I3.3.11 ⋆⋆

I3.3.12 ⋆⋆

I3.3.13 ⋆⋆

I3.3.14 ⋆

I3.3.15 ⋆⋆

I3.3.16 ⋆

I3.3.17 ⋆

番号 難易度 チェック 動画視聴
I3.3.18 ⋆⋆

I3.3.19 ⋆⋆⋆

I3.3.20 ⋆⋆

I3.3.21 ⋆⋆⋆

I3.3.22 ⋆⋆⋆

I3.3.23 ⋆⋆⋆

I3.3.24 ⋆⋆⋆

I3.3.25 ⋆⋆⋆

I3.3.26 ⋆⋆⋆

I3.3.27 ⋆⋆

I3.3.28 ⋆⋆⋆

I3.3.29 ⋆⋆⋆⋆

I3.3.30 ⋆⋆⋆

I3.3.31 ⋆⋆⋆

I3.3.32 ⋆⋆⋆

I3.3.33 ⋆⋆

I3.3.34 ⋆⋆⋆⋆

I3.3.35 ⋆⋆⋆⋆

I3.3.36 ⋆⋆⋆

節末問題 3.1，節末問題 3.2，節末問題 3.3

番号 難易度 1回目 2回目
I3.1.1 ⋆

I3.1.2 ⋆⋆

I3.1.3 ⋆⋆

I3.1.4 ⋆⋆

I3.1.5 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I3.2.1 ⋆⋆

I3.2.2 ⋆⋆⋆⋆

I3.2.3 ⋆⋆

I3.2.4 ⋆⋆⋆

I3.2.5 ⋆⋆⋆

I3.2.6 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I3.3.1 ⋆⋆

I3.3.2 ⋆⋆⋆

I3.3.3 ⋆⋆⋆

I3.3.4 ⋆⋆⋆⋆

I3.3.5 ⋆⋆⋆

章末問題 3
番号 難易度 1回目 2回目
I3.1 ⋆⋆⋆

I3.2 ⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I3.3 ⋆⋆⋆

I3.4 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I3.5 ⋆⋆⋆

チェック例
◦ · · · 考え方を理解し，解くことができた． △· · · 理解が不十分である． × · · · 解くことができなかった．

79

https://www.youtube.com/playlist?list=PL2Uehn8YJD0PYc24xyatUmXc0MD4PEDBD


数学 I
3.1

3 2次関数 3.1 2次関数のグラフ

3.1 2次関数のグラフ

3.1.1 関数
(1) 2つの変数 x, y があり，x の値を定めるとそれに応じて y の値がただ 1つ定ま
るとき，y は x の関数であるといい，y = f(x), y = g(x) などと表す．また，x
の関数を単に関数 f(x) ともいう．
(2) 関数 y = f(x) において，x = aのときの y の値を f(a) と表し，f(a) を関数
f(x) の x = a における値という．
(3) 座標の定められた平面を座標平面という．座標
軸によって分けられている 4つの部分を，右の図の
ように，第 1象限，第 2象限，第 3象限，第 4象限
という．また，座標軸上の点は，どの象限にも属さ
ないものとする．

x

y
第 1象限第 2象限

第 3象限 第 4象限

P

a

b

O

(4) 関数 y = f(x) において，x のとる値の範囲をこの関数の定義域といい，x が定
義域内のすべての値をとるときの y のとる値の範囲を値域という．

◀ f という記号は関数（func-
tion）という訳語の頭文字に
由来する．

◀ 例：f(x) = x2 +2x+1の
とき，f(1) = 12+2 ·1+1 = 4

◀ x軸と y軸は，原点O（ori-
gin）を通って直交する．また，
座標が (a, b) である点 P を
P(a, b)と記す．なお，進んだ
数学（主に大学以降）では直
交しない座標軸を考えること
もある．

3.1.2 2次関数 y = a(x− p)2 + q（標準形）のグラフ

2 次関数 y = a(x− p)2 + qのグラフは，y =

ax2 のグラフを x 軸方向に p, y 軸方向に q

だけ平行移動した放物線で，

軸は直線 x = p，頂点は点 (p, q)

また，この放物線は a > 0 のときは下に凸，
a < 0 のときは上に凸である．

x

y

O +p

+q

y = ax2

y = a(x− p)2 + q
◀ 軸

頂点

||||

3.1.3 2次関数 y = ax2 + bx+ c（一般形）のグラフ
y = ax2+ bx+ c の右辺を y = a(x−p)2+ q の形に変形することを平方完成という．

y = ax2 + bx+ c

= a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c

= a

®(
x+

b

2a

)2

−
(
b

2a

)2
´
+ c

= a

(
x+

b

2a

)2

− a · b
2

4a2
+ c

= a

(
x+

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a

この関数のグラフは，y = ax2のグラフを平行移動した放物線で，軸は直線 x = − b
2a
，

頂点は点
(
− b

2a , −
b2−4ac

4a

)

◀ x2 の係数でくくり出す．

◀ xの係数の半分を 2乗する．

◀ − b2

4a2 に aをかけ忘れない
ように注意すること．
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3.1.4 曲線の平行移動
関数 y = f(x)のグラフ F を x軸方向に p, y 軸方向に q だけ平行移動して得られ
る F ′ の方程式は，次のようになる．

y − q = f(x− p)

例：y = 2x2 のグラフを F, y = 2(x− 3)2 + 2の
グラフを F ′とすると，F ′は F を x軸方向に 3, y

軸方向に 2だけ平行移動したものである．· · · (i)
なお，ここで F ′上の点 P(x, y)をとり，(i)の平行
移動によって Pに移される F 上の点をQ(X, Y )

とすると，
x = X + 3, Y = y + 2

◀ x = X + 3, y = Y + 2，
すなわち，X = x − 3, Y =

y − 2 より，Q(X, Y ) は
Q(x− 3, y − 2)と表される．

x

y

O

+3

+2

x− 3 = X y − 2 = Y

Q(x− 3, y − 2)

P(x, y)

F

F ′

すなわち，X = x− 3, Y = y − 2であり，点 Qは F 上にあるから，Y = 2X2

この式の X に x− 3，Y に y − 2を代入すると，F の方程式は，

y − 2 = 2(x− 3)2

このように，F ′ の方程式は，F の方程式において，

y = 2x2 の x を x− 3, y を y − 2

におき換えたものになっている．

◀「移動後の方程式は y+q =

a(x+ p)2 である」とするのは
誤りであるので注意すること．

3.1.5 点・グラフの対称移動
点 (a, b)の対称移動
(i) x軸に関して対称移動 · · · 点 (a, −b)に移る．
(ii) y 軸に関して対称移動 · · · 点 (−a, b)に移る．
(iii) 原点に関して対称移動 · · · 点 (−a, −b)に移る．
(i)

x

y
(a, b)

(a, −b)

O

(ii)

x

y
(−a, b) (a, b)

O

(iii)

x

y
(a, b)

(−a, −b)

O

関数 y = f(x)のグラフの平行移動・対称移動
(i) x 軸方向に p だけ平行移動 · · ·x を x− p におき換えて，y = f(x− p)

(ii) y 軸方向に q だけ平行移動 · · · y を y − q におき換えて，y − q = f(x)

(iii) x 軸方向に p，y 軸方向に q だけ平行移動 · · ·x を x− p ，y を y − q におき
換えて，y − q = f(x− p)

(iv) x 軸に関して対称移動 · · · y を −y におき換えて，−y = f(x)

(v) y 軸に関して対称移動 · · ·x を −x におき換えて，y = f(−x)
(vi) 原点に関して対称移動 · · ·x を −x ，y を −y におき換えて，−y = f(−x)

◀ y = f(x) + q

◀ y = f(x− p) + q

◀ y = −f(x)

◀ y = −f(−x)
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例題 I3.1.1 ⋆関数の値 f(a)

関数 f(x) = 3x2 − 5x+ 2 について，次の値を求めよ．
(1) f(1) (2) f(0) (3) f

(
4
3

)
(4) f(2a) (5) f(3a− 2)

 

 

解説動画

考え方 f(x)の式のすべての xに aを代入すれば，f(a)の値を求めることができる．なお，f(2a)の 2aや，f(3a− 2)

の 3a− 2は， 括弧をつけて代入するように 注意すること．

解答
(1) f(x) に x = 1 を代入すると，

f( 1 ) = 3 · 1
2 − 5 · 1 + 2 = 3− 5 + 2 = 0

(2) f(x) に x = 0 を代入すると，

f(0) = 3 · 02 − 5 · 0 + 2 = 0− 0 + 2 = 2

(3) f(x)に x = 4
3 を代入すると，

f

(
4

3

)
= 3 ·

(
4

3

)2

− 5 · 4
3
+ 2 =

48

9
− 20

3
+ 2 =

16

3
− 20

3
+ 2 =

2

3

(4) f(x) に x = 2a を代入すると，

f( 2a ) = 3 · (2a)
2
− 5 · (2a) + 2 = 12a2 − 10a+ 2

(5) f(x) に x = 3a− 2 を代入すると，

f( 3a− 2 ) = 3 (3a− 2)
2
− 5 (3a− 2) + 2

= 3(9a2 − 12a+ 4)− 15a+ 10 + 2

= 27a2 − 36a+ 12− 15a+ 12

= 27a2 − 51a+ 24

◀ f( x ) = 3 x
2 − 5 x + 2

に 1を代入する．

◀ 括弧をつけずに 2a を代入
して，3 · 2a2 − 5 · 2a + 2 =

6a2 − 10a + 2 とするのは誤
りであるので注意すること．
◀ 括弧をつけて 3a − 2 を代
入する．

問題 I3.1.1 ⋆ 解答 p.277 ▶ 節末 I3.1.1

関数 f(x) = 4x2 − x+ 5 について，次の値を求めよ．
(1) f(2) (2) f

(
−3

2

)
(3) f(3a)

(4) f(2a+ 1) (5) f(a2 − 1)
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例題 I3.1.2 ⋆関数の値域

次の関数のグラフをかき，その値域を求めよ．
(1) y = 3x− 4 (−1 ≦ x < 2) (2) y = 1

2x
2 (−2 ≦ x ≦ 3)

 

 

解説動画

考え方 関数 y = f(x)において，y のとる値の範囲を値域という．グラフをかくときは，端点がグラフに含まれるか否か
に注意すること．

解答
(1) y = 3x− 4 において，
x = −1 のとき

y = 3 · (−1)− 4 = −7

x = 2 のとき

y = 3 · 2− 4 = 2

よって，グラフは右の図のようになる．
値域は −7 ≦≦≦ y < 2

◀ y = 3x− 4のグラフは，y

切片が −4，傾きが 3 の直線
である．

◀ グラフには，定義域の両端
の座標を記す．

x

y

O
−1

−7

2

2

(2) y = 1
2x

2 において，
x = −2 のとき

y =
1

2
· (−2)2 = 2

x = 3 のとき

y =
1

2
· 32 = 9

2

よって，グラフは右の図のようになる．
値域は 0 ≦≦≦ y ≦≦≦ 9

2

◀ y = 1
2x

2 のグラフは，頂点
が原点，軸が y 軸であり，下
に凸の放物線である．

◀ 定義域の端点が値域の端点
になるとは限らないので注意
すること．

x

y

O−2

2

3

9
2

【注意】数直線のときと同様に，本書ではグラフにおいて端点を含まない場合は「◦」，端点を含む場合は「•」
で表す．

問題 I3.1.2 ⋆ 解答 p.278

次の関数のグラフをかき，その値域を求めよ．
(1) y = −2x+ 5 (−2 ≦ x ≦ 3) (2) y = x2 (−1 ≦ x ≦ 2)
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例題 I3.1.3 ⋆値域から 1次関数の係数決定

関数 y = ax+ b (1 ≦ x ≦ 4) の最大値が 10，最小値が 4 のとき，定数 a, b の値を求めよ．
 

 

解説動画

考え方 グラフをかいて考える．ここで，y = ax+ bのグラフは aの値によって変わり，最大値と最小値をとる位置も変
わるので，(i) a > 0，(ii) a = 0，(iii) a < 0 の 3つの場合に分けて考える．このとき，求めた a, bの値が場合分けの条件
を満たすか否かを確認する．

解答
(i) a > 0 のとき
グラフは右の図のようになり，

x = 1 のとき，最小値 4，
x = 4 のとき，最大値 10

をとるから， ®
a · 1 + b = 4

a · 4 + b = 10

したがって，a = 2, b = 2

これは，a > 0 を満たす．

◀ 点 (1, 4)を通る．
◀ 点 (4, 10)を通る．

◀ 点 ( 1 , 4 )を通ることか
ら，y = ax+ bに代入して，

4 = a · 1 + b

点 (4, 10) にも同様の操作を
行うと，a · 4 + b = 10が得ら
れる．

x

y

O 4

10

1

4

(ii) a = 0 のとき
y = b（定数関数）となり，最大値と最小値は一致するので，不適である．

(iii) a < 0 のとき
グラフは右の図のようになり，

x = 1 のとき，最大値 10，
x = 4 のとき，最小値 4

をとるから， ®
a · 1 + b = 10

a · 4 + b = 4

したがって，a = −2, b = 12

これは，a < 0 を満たす．

◀ 点 (1, 10)を通る．
◀ 点 (4, 4)を通る．

◀ 連立方程式を解く．

◀ 場合分けの条件を満たすこ
とを確認する．

x

y

O 4

4

1

10

よって，(i)～(iii)より，求める a, b の値は，(a, b) = (2, 2), (−2, 12)

◀ x軸に平行な直線となる．

問題 I3.1.3 ⋆ 解答 p.279

関数 y = ax+ b (−1 ≦ x ≦ 3) の最大値が 8，最小値が 2 のとき，定数 a, b の値を求めよ．
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例題 I3.1.4 ⋆2次関数のグラフ 1

次の 2次関数のグラフは，2次関数 y = 2x2 のグラフをそれぞれどのように平行移動した
ものか．また，それぞれのグラフをかき，その軸と頂点を求めよ．
(1) y = 2x2 − 1 (2) y = 2(x+ 1)2 (3) y = 2(x− 1)2 + 1  

 

解説動画

考え方 2 次関数 y = a(x− p)2 + q のグラフは，y = ax2 のグラフを x 軸方
向に p，y 軸方向に q だけ平行移動した放物線で，

軸は直線 x = p，頂点は点 (p, q)

また，y = a(x− p)2 + q のグラフは，頂点 (p, q)を原点と見て，y = ax2 の
グラフをかけばよい．

x

y

O +p

+q
頂点 (p, q)

y = ax2

y = a(x− p)2 + q

解答

(1) y 軸方向に −1 だけ平行移動したものであり，
グラフは右の図のようになる．
軸は y 軸（直線 x = 0）
頂点は点 (0, −1)

◀ y = a(x − p)2 + q におい
て，p = 0の形であるから，y

軸方向にのみ平行移動する．
x

y

O
1

1

−1
−1

(2) x 軸方向に −1 だけ平行移動したものであり，
グラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = −1

頂点は点 (−1, 0)

◀ y = a(x − p)2 + q におい
て，q = 0の形であるから，x

軸方向にのみ平行移動する．
x

y

O
2

−1

(3) x 軸方向に 1，y 軸方向に 1 だけ平行移動した
ものであり，グラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = 1

頂点は点 (1, 1)

◀

x

y

O

3

1

1 x

y 軸

O

3

頂点 (1, 1)

【注意】グラフをかくときは，頂点の座標と頂点以外の通る 1点を示す．通る 1点は，
y 軸との交点など（x = 0を代入して求められる），求めやすい点を示すのがよい．
例：2次関数 y = 2x2 をかくときは，y 軸との交点が原点であり，頂点と一致する．
通る 1点として例えば，求めやすい点 (1, 2)を示す．

x

y

O 1

2

問題 I3.1.4 ⋆ 解答 p.280

次の 2次関数のグラフは，2次関数 y = −x2 のグラフをそれぞれどのように平行移動したものか．また，そ
れぞれのグラフをかき，その軸と頂点を求めよ．
(1) y = −x2 + 3 (2) y = −(x− 2)2 (3) y = −(x+ 1)2 − 4
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例題 I3.1.5 ⋆2次関数のグラフ 2

次の 2次関数のグラフをかき，その軸と頂点を求めよ．
(1) y = 3x2 − 6x+ 2 (2) y = −2x2 + 4x− 5

 

 

解説動画

考え方 一般形 y = ax2 + bx+ cの右辺を標準形 y = a(x− p)2 + q の形に平
方完成して，グラフをかく．このとき，x2 +mx =

(
x+ m

2

)2 − (m2 )2 の利用
を考えるとよい．

x2 +mx =
(
x+

m

2︸︷︷︸
mの半分

)2
−
( m

2︸︷︷︸
mの半分

)2

解答

(1) y = 3x2 − 6x+ 2

= 3(x2 − 2x) + 2

= 3{(x− 1)2 − 12}+ 2

= 3(x− 1)2 − 3 · 12 + 2

= 3(x− 1)2 − 1

よって，グラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = 1

頂点は点 (1, −1)

◀ 3でくくり出す．

◀ xの係数の半分を 2乗する．

◀ y = a(x − p)2 + q の形で
あるから，軸や頂点を求める
ことができ，グラフがかける．

x

y

O

2

1

−1

(2) y = −2x2 + 4x− 5

= −2(x2 − 2x)− 5

= −2{(x− 1)2 − 12} − 5

= −2(x− 1)2 + 2 · 12 − 5

= −2(x− 1)2 − 3

よって，グラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = 1

頂点は点 (1, −3)

◀ −2でくくり出す．

◀ xの係数の半分を 2乗する．

◀ −2を分配して展開する．

◀ なお，平方完成した後は，
展開すればもとの式に戻るか
検算することができる．

x

y

O

−5

1

−3

問題 I3.1.5 ⋆ 解答 p.280

次の 2次関数のグラフをかき，その軸と頂点を求めよ．
(1) y = 2x2 + 8x+ 3 (2) y = −x2 + 6x− 8
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例題 I3.1.6 ⋆⋆2次関数のグラフの平行移動 1

放物線 y = −x2 + 8x− 12 を x 軸方向に −1，y 軸方向に 2 だけ平行移動して得られる
放物線の方程式を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 放物線 y = ax2 + bx+ cを x軸方向に p, y 軸方向に q だけ平行移動して得られる放物線の方程式は，

y − q = a( x− p )2 + b( x− p ) + c

これは，y = ax2 + bx+ cの xを x− p ，y を y − q におき換えたものになっている．
なお，別解のように放物線の方程式を標準形に変形して，頂点の移動に注目して解いてもよい．このとき，平行移動して
も x2 の係数は変わらないので注意すること．

解答
放物線 y = −x2 + 8x− 12 の x を x− (−1)，すなわち，x+ 1，y を y − 2 におき
換えると，

y − 2 = −( x+ 1 )2 + 8( x+ 1 )− 12

よって，求める放物線の方程式は，y = −x2 + 6x− 3

【別解】 y =− (x2 − 8x)− 12

=− {(x− 4)2 − 42} − 12

=− (x− 4)2 + 16− 12

=−(x− 4)2 + 4

したがって，もとの放物線 y = −x2 + 8x − 12 の
頂点は点 (4, 4) である．
この頂点を平行移動すると，点 (4− 1, 4 + 2)

すなわち，点 (3, 6)になる．

◀ 平方完成する．

◀ 符号に注意すること．

x

y

O

(4− 1, 4 + 2)

(4, 4)

−1

2

−3

よって，求める放物線の方程式は，y = −(x− 3)2 + 6

◀ x + (−1), y + 2におき換
えるのは誤りである．符号に
注意すること．

◀ 移項して整理する．

◀ x2 の係数は変わらない．な
お，y = −x2 +6x− 3でもよ
い．

Notes
放物線は平行移動しても，x2 の係数は変わらない．

【注意】別解において，頂点である点 (3, 6)から放物線の方程式を求めるとき，y = (x− 3)2 +6などとするの
は誤りである．平行移動しても x2 の係数は変わらないので，y = −(x− 3)2 + 6とするように注意すること．

問題 I3.1.6 ⋆⋆ 解答 p.281

放物線 y = x2 − 6x+ 5 を x 軸方向に 2，y 軸方向に −3 だけ平行移動して得られる放物線の方程式を求め
よ．
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例題 I3.1.7 ⋆⋆2次関数のグラフの平行移動 2

(1) 放物線 y = −x2 + 6x− 4 は放物線 y = −x2 − 2x+ 3 をどのように平行移動したも
のか．
(2) x 軸方向に 3，y 軸方向に 2 だけ平行移動すると，放物線 y = 3x2 − 2x+5 になるよ
うな放物線 C の方程式を求めよ．

 

 

解説動画

考え方
(1) 頂点の移動に注目するとよい．
(2) 放物線 y = 3x2 − 2x + 5 を x 軸方向に −3，y 軸方向に −2 だけ平行
移動すると，放物線 C が得られる．求めるグラフは，与えられた平行移動
の 逆向きに平行移動したもの であるので注意すること．

C

x 軸方向に p

y 軸方向に q
−�==============�−

x 軸方向に −p

y 軸方向に −q

C′

解答

(1) y = −x2 + 6x− 4 = −(x− 3)2 + 5より，頂点
は点 (3, 5)

y = −x2 − 2x + 3 = −(x + 1)2 + 4より，頂点は
点 (−1, 4)

頂点 (−1, 4) が点 (3, 5) に移されるから，

x 軸方向に 3− (−1) = 4，
y 軸方向に 5− 4 = 1

◀ 頂点の座標を求める．

◀ 移動した後の座標から，移
動する前の座標を引くことを
考える．

x

y

O

(−1, 4)

(3, 5)

4

1

3

−4

だけ平行移動している．
よって，x 軸方向に 4，y 軸方向に 1 だけ平行移動したものである．
(2) 放物線 y = 3x2 − 2x+ 5 において，

x 軸方向に −3 ，y 軸方向に −2

だけ平行移動したものが放物線 C である．
したがって，放物線 y = 3x2 − 2x+ 5の x を x+ 3, y を y + 2 におき換えて，

y + 2 = 3(x+ 3)2 − 2(x+ 3) + 5

よって，y = 3x2 + 16x+ 24

【別解】 y = 3x2 − 2x+ 5 = 3
(
x− 1

3

)2
+ 14

3 より，頂点は点
(
1
3 ,

14
3

)
したがって，放物線 C の頂点は点 (13 − 3, 14

3 − 2
)

すなわち，点 (−8
3 ,

8
3

)
よって，放物線 C の方程式は，

y = 3

(
x+

8

3

)2

+
8

3
= 3x2 + 16x+ 24

◀ 与えられた平行移動
の 逆向き の移動を考える．
「x 軸方向に 3 ，y 軸方向に 2

だけ平行移動」とするのは誤
りであるので注意すること．

◀ 頂点の移動に注目した解法
である．

◀ 平行移動しても，x2 の係数
は変わらない．

問題 I3.1.7 ⋆⋆ 解答 p.282

(1) 放物線 y = x2 + 4x+ 1 は放物線 y = x2 − 2x− 3 をどのように平行移動したものか．
(2) x 軸方向に −2，y 軸方向に 3 だけ平行移動すると，放物線 y = −2x2 + 5x− 7 になるような放物線 C

の方程式を求めよ．
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例題 I3.1.8 ⋆2次関数のグラフの対称移動

放物線 y = x2 − 2x+ 3 を，次のように移動した放物線の方程式を求めよ．
(1) x軸に関して対称移動 (2) y 軸に関して対称移動 (3) 原点に関して対称移動

 

 

解説動画

考え方 関数 y = f(x)のグラフをそれぞれ x軸，y 軸，原点に関して対称移動すると，次のようになる．

x軸 · · · − y = f(x)

x

y

(x, y)

(x, −y)O

y 軸 · · · y = f(−x)

x

y

(−x, y) (x, y)

O

原点 · · · − y = f(−x)

x

y

(x, y)

(−x, −y) O

解答

(1) y を −y におき換えて，−y = x2 − 2x+ 3

よって，y = −x2 + 2x− 3

(2) x を −x におき換えて，y = (−x)2−2(−x)+3

よって，y = x2 + 2x+ 3

(3) xを −x，y を −y におき換えて，−y = (−x)2−
2(−x) + 3

よって，y = −x2 − 2x− 3

【別解】 y = x2 − 2x + 3 = (x − 1)2 + 2 より，頂
点は点 (1, 2) で下に凸の放物線である．

x

y

(1, 2)

(−1, −2)

O

(−1, 2)

(1, −2)

||||

|
|

◦
◦

(1)

(2)(3)

(1) 点 (1, 2)を x軸に関して対称移動すると，(1, −2)

移動したグラフは上に凸であるから，y = −(x− 1)2 − 2

(2) 点 (1, 2)を y 軸に関して対称移動すると，(−1, 2)

移動したグラフは下に凸であるから，y = (x+ 1)2 + 2

(3) 点 (1, 2)を原点に関して対称移動すると，(−1, −2)

移動したグラフは上に凸であるから，y = −(x+ 1)2 − 2

◀ 答えを記すときは，標準形
でも一般形でもよい．

◀ x2 の係数の符号が変わり，
上に凸のグラフとなる．

2次関数のグラフの対称移動
x 軸に関して対称移動 · · · y を −y におき換える．
y 軸に関して対称移動 · · · x を −x におき換える．

原点に関して対称移動 · · · x を −x ，y を −y におき換える．

問題 I3.1.8 ⋆ 解答 p.283 ▶ 節末 I3.1.3

放物線 y = −x2 + 4x− 5 を，次のように移動した放物線の方程式を求めよ．
(1) x軸に関して対称移動 (2) y 軸に関して対称移動 (3) 原点に関して対称移動
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例題 I3.1.9 ⋆⋆⋆2次関数の平行移動と対称移動

放物線 y = ax2 + bx+ c · · · (i) を x 軸方向に 1，y 軸方向に 5 だけ平行移動し，さらに
y 軸に関して対称移動すると，放物線 y = 2x2 +8x+3 · · · (ii)になった．このとき，定数
a, b, c の値を求めよ．  

 

解説動画

考え方 グラフが複数回の移動をする問題では，移動の順序に注意する．なお，先に y = ax2 + bx+ cからグラフの移動
を考えてもよいが，計算に手間が掛かる（別解）．そこで，先に y = 2x2 +8x+3からグラフの移動を考えるとよい．この
とき，与えられた平行移動の 逆向きに平行移動したもの を考えることになるので，符号に注意すること．

(i) y = ax2 + bx+ c

x 軸方向に 1

y 軸方向に 5−�=============�−
x 軸方向に −1

y 軸方向に −5

(iii) y軸に関して対称移動−�=============�−
y軸に関して対称移動

(ii) y = 2x2 + 8x+ 3

解答

(ii)を y軸に関して対称移動した放物線の方程式は，

y = 2(−x)2 + 8(−x) + 3

すなわち，y = 2x2 − 8x+ 3 · · · (iii)
(iii) を x軸方向に −1 ，y軸方向に −5 だけ平行移
動するから，

y + 5 = 2(x+ 1)2 − 8(x+ 1) + 3

すなわち，y = 2x2 − 4x− 8

◀ 与えられた平行移動の逆向
きの平行移動を考える．「y 軸
に関して対称移動」の逆の移
動は，そのまま，「y 軸に関し
て対称移動」である．

◀ 標準形にして，頂点の移動
に注目して解いてもよい．
◀ x を x − (−1)，すなわち，
x+1，yを y− (−5)，すなわ
ち，y + 5におき換える．

x

y

(2, −5)
(−2, −5)

(1, −10)

−1

−5

O

(ii) (iii)

(i)

よって，y = 2x2 − 4x− 8が (i)と一致するから，係数を比較すると，

a = 2, b = −4, c = −8

【別解】 (i)のグラフを x軸方向に 1，y 軸方向に 5だけ平行移動した放物線の方程
式は，y − 5 = a(x− 1)2 + b(x− 1) + c

したがって，y = ax2 + (b− 2a)x+ a− b+ c+ 5

y 軸に関して対称移動すると，

y = a(−x)2 + (b− 2a)(−x) + a− b+ c+ 5

ゆえに，y = ax2 + (2a− b)x+ a− b+ c+ 5

したがって，y = ax2 + (2a− b)x+ a− b+ c+ 5が (ii)と一致するから，係数を比
較すると，a = 2, 2a− b = 8, a− b+ c+ 5 = 3

よって，これを解いて，a = 2, b = −4, c = −8

◀ y = ax2 + bx+ c · · · (i)と
係数を比較する．

◀ 先に y = ax2 + bx + c か
らグラフの移動を考えた解法
である．頂点の移動に注目し
て解くと，(i)の頂点は(

− b

2a
,− b2 − 4ac

4a

)
となり，計算に更に手間が掛
かる．

◀ y = 2x2 + 8x + 3 · · · (ii)
と係数を比較する．

問題 I3.1.9 ⋆⋆⋆ 解答 p.284 ▶ 節末 I3.1.4

放物線 y = ax2 + bx+ c · · · (i) を x 軸方向に 2，y 軸方向に −3 だけ平行移動し，さらに y 軸に関して対
称移動すると，放物線 y = −x2 + 6x+ 4 · · · (ii) になった．このとき，定数 a, b, c の値を求めよ．
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例題 I3.1.10 ⋆⋆絶対値記号を含む関数のグラフ 1

次の関数のグラフをかけ．
(1) y = |x− 1| (2) y = |x2 + 2x− 3|

 

 

解説動画

考え方 絶対値記号内が 0になる値を境に，場合分けをして絶対値記号を外す．

(1) |x− 1| =

{
x− 1 (x− 1 ≧ 0)

−(x− 1) (x− 1 < 0)
=

{
x− 1 (x ≧ 1)

−(x− 1) (x < 1)
より，x = 1を境に，場合分けをする．

(2) x2 + 2x− 3 = (x+ 3)(x− 1)より，x = −3, 1を境に，場合分けをする．

解答

(1) (i) x− 1 ≧ 0，すなわち，x ≧ 1 のとき

y = x− 1

(ii) x− 1 < 0，すなわち，x < 1 のとき

y = −(x− 1) = −x+ 1

◀ x ≧ 1, x < 1 の代わり
に，x > 1, x ≦ 1 のように，
x = 1はどちらの範囲に含め
て記してもよいが，解答のよ
うに記すことが多い．

x

y

O
1

1

−1

よって，(i)，(ii)より，グラフは右上の図のようになる．
(2) x2 + 2x− 3 = (x+ 3)(x− 1)より，

x2 + 2x− 3 ≧ 0のとき，x ≦ −3, 1 ≦ x

x2 + 2x− 3 < 0のとき，−3 < x < 1

(i) x ≦ −3, 1 ≦ xのとき

y = |x2+2x−3| = x2+2x−3 = (x+1)2−4

(ii) −3 < x < 1のとき

y = |x2+2x−3| = −x2−2x+3 = −(x+1)2+4

◀ 絶対値記号内が 0になる値
を境に場合分けをする．x

y

O−3 1

3

−3

4

−1

−4

よって，(i)，(ii)より，グラフは右上の図のようになる．

◀ なお，y = |x− 1| は，

y =

®
x− 1 (x ≧ 1)

−x+ 1 (x < 1)

のように表されることもある．

【注意】 (1)において，y = x− 1のグラフと，y = −x+ 1のグラフは，x軸に関し
て対称なグラフとなっている．|x − 1| ≧ 0であるから，y = |x − 1|のグラフは常
に x軸より上側にある．また，y = |x− 1|のグラフは，y = x− 1のグラフの x軸
より下側の部分を x軸に関して対称に折り返したもの になっている．
一般に，y = |f(x)|のグラフは，y = f(x)のグラフを x軸の上下に分けて，y ≧ 0

（上側）にある部分はそのまま，y < 0（下側）にある部分は x軸に関して対称に折
り返したもの になる．

x

y

O

y = x− 1

1
1

−1

y < 0の部分を折り返す

問題 I3.1.10 ⋆⋆ 解答 p.285

次の関数のグラフをかけ．
(1) y = |2x+ 3| (2) y = |x2 − 4x+ 3|
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例題 I3.1.11 ⋆⋆⋆絶対値記号を含む関数のグラフ 2

関数 y = |x+ 3|+ |x− 1| のグラフをかけ．
 

 

解説動画

考え方 絶対値記号内が 0になる値を境に場合分けをする．x + 3 = 0 よ
り，x = −3，x − 1 = 0 より，x = 1 であるから，x = −3, 1 を境に，
x < −3, −3 ≦ x < 1, 1 ≦ xの 3つの部分に分けて場合分けをする．

|x+ 3| =

{
x+ 3 (x ≧ −3)

−(x+ 3) (x < −3)
, |x− 1| =

®
x− 1 (x ≧ 1)

−(x− 1) (x < 1)

x1−3

x+ 3 x+ 3

x− 1

−(x+ 3)

−(x− 1)−(x− 1)

(ii) (iii)(i)

解答
(i) x < −3 のとき

|x+ 3|+ |x− 1| = −(x+ 3)− (x− 1)

= −2x− 2

(ii) −3 ≦ x < 1 のとき

|x+ 3|+ |x− 1| = (x+ 3)− (x− 1)

= 4

(iii) 1 ≦ x のとき

|x+ 3|+ |x− 1| = (x+ 3) + (x− 1)

= 2x+ 2

◀ 定数関数 y = 4となる．x

y

O

−1

2

4

−2

1−3

よって，(i)～(iii)より，グラフは右上の図のようになる． ◀ グラフは繋がっている．

【余談】一般に，y = |f(x)|, y = |f(x)| ± |g(x)|（f(x), g(x)は
1次関数 y = ax+ bや 2次関数 y = ax2 + bx+ cとする）など
の形の関数は，場合分けの境となる x でグラフが繋がっている
ことが知られている．

グラフが繋がっている グラフが繋がっている

問題 I3.1.11 ⋆⋆⋆ 解答 p.285 ▶ 節末 I3.1.5

関数 y = |x+ 2|+ |x− 4| のグラフをかけ．
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例題 I3.1.12 ⋆⋆⋆絶対値記号を含む関数のグラフ 3

不等式 |2x+ 2|+ |x− 1| > −x+ 2をグラフを利用して解け．
 

 

解説動画

考え方 一般に，f(x) > g(x) は， y = f(x)のグラフが y = g(x)のグラフよりも上側にある ことを指す．（ア）y =

|2x+ 2|+ |x− 1|と（イ）y = −x+ 2のグラフをそれぞれかき，グラフの上下関係から判断して不等式の解を求める．

解答
y = |2x+ 2|+ |x− 1| とする．
(i) x < −1 のとき

y = −(2x+ 2)− (x− 1) = −3x− 1

(ii) −1 ≦ x < 1 のとき

y = (2x+ 2)− (x− 1) = x+ 3

(iii) 1 ≦ x のとき
y = (2x+ 2) + (x− 1) = 3x+ 1

したがって，(i)～(iii)より，関数 y = |2x+2|+|x−1|
のグラフは右の図の (ア) となる．一方，関数 y =

−x + 2 のグラフは右の図の (イ) となる．右の図
より，(ア) と (イ) のグラフは，x < −1 または
−1 ≦ x < 1 の範囲で交わる．
(ア) と (イ) のグラフの交点の x 座標は，x < −1

のとき，−3x− 1 = −x+ 2 より，x = −3
2

−1 ≦ x < 1 のとき，x+3 = −x+2 より，x = −1
2

よって，不等式 |2x+2|+ |x− 1| > −x+2 の解は，

x < −
3

2
, −

1

2
< x

◀ 2つの関数のグラフをかい
て，グラフの上下関係を利用
して不等式の解を求める．

x

y

O

（ア）

（イ）

2
3

−1 1

4

− 1
2

− 3
2

◀

x

1−1

2x + 2 2x + 2

x − 1

−(2x + 2)

−(x − 1)−(x − 1)

(ii) (iii)(i)

One Point
絶対値を含む不等式の解は，グラフの上下関係から判断して解く．

問題 I3.1.12 ⋆⋆⋆ 解答 p.286

不等式 |x+ 4|+ |2x− 1| ≦ −2x+ 2 をグラフを利用して解け．
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節末問題 3.1 2次関数のグラフ

節末 I3.1.1 ⋆ 解答（節末）p.287 ▶ 例題 I3.1.1

関数 f(x) = 3x2 − 2x+ 2 について，f(f(a)) の値を求めよ．

節末 I3.1.2 ⋆⋆ 解答（節末）p.287

2 つの放物線 y = 3x2 − 18x+ 25 と y = ax2 + 8x+ b の頂点が一致するように定数 a, b

の値を定めよ．

節末 I3.1.3 ⋆⋆ 解答（節末）p.288 ▶ 例題 I3.1.8

y = ax2 + bx+ c で表される放物線が点 (1, −2) に関して放物線 y = −3x2 と点対称であ
るとき，定数 a, b, c の値を求めよ．

節末 I3.1.4 ⋆⋆ 解答（節末）p.288 ▶ 例題 I3.1.9

放物線 y = x2 − 4x+1 を x 軸方向に 3 だけ平行移動し，さらに直線 y = 2 に関して折り
返してできる放物線の方程式を求めよ．

節末 I3.1.5 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.289 ▶ 例題 I3.1.11

次の関数 f(x) の最小値とそのときの x の値を求めよ．
(1) f(x) = |x− 2|+ |x− 4|+ |x− 6| (2) f(x) = |x+ |2x− 10||
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3.2 2次関数の最大・最小と決定

3.2.1 2次関数の最大・最小
(1) y = ax2 + bx+ c = a(x− p)2 + q は，

a > 0のとき，x = pで最小値 q，最大値はない．
a < 0のとき，x = pで最大値 q，最小値はない．

a > 0のとき

x

y

O
q

p

最小値

a < 0のとき

x

y

O

q

p

最大値

(2) 定義域に制限があるとき
a > 0のとき，y = a(x− p)2 + q (s ≦ x ≦ t)の最大・最小は，定義域（軸の位置）
によって次のようになる．

x

ps t

最大

最小
x

ps t

最大

最小 x

ps t

最大 最大

最小 x

ps t

最大

最小 x

p s t

最大

最小

◀ p = − b
2a , q = − b2−4ac

4a

◀ a < 0のときも同様に考え
ることができ，グラフは上に
凸で，最大と最小が入れ替わ
る．

3.2.2 2次関数の決定
3 点を通る．· · · 一般形 y = ax2 + bx+ cとおく．
頂点が点 (p, q)である．· · · 標準形 y = a(x− p)2 + q とおく．
x 軸と x = α, β で交わる．· · · y = a(x−α)(x− β)とおく．
x 軸と点 (α, 0) で接する．· · ·y = a(x−α)2 とおく．

◀ これらの方法以外でも 2次
関数を決定することができる
が，計算に手間が掛かること
が多いので注意すること．
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例題 I3.2.1 ⋆2次関数の最大・最小

次の 2次関数に最大値，最小値があればそれを求めよ．
(1) y = 2x2 − 4x+ 5 (2) y = −5x2 + 10x

 

 

解説動画

考え方 y = ax2 + bx + c の形の式を変形（平方完成）して，標準形
y = a(x− p)2 + q の形にする．
y = ax2 + bx+ c = a(x− p)2 + q は，

a > 0 のとき，x = pで最小値 q，最大値はない．
a < 0 のとき，x = pで最大値 q，最小値はない．

a > 0 のとき

x

y

O
q

p

最小値

a < 0 のとき

x

y

O

q

p

最大値

解答

(1) y = 2x2 − 4x+ 5

= 2(x2 − 2x) + 5

= 2{(x− 1)2 − 12}+ 5

= 2(x− 1)2 + 3

よって，x = 1 のとき，最小値 3，最大値はない．

◀ 平方完成する．

◀ グラフは下に凸の放物線で，
頂点は (1, 3)である．y の値
はいくらでも大きくなるから，
最大値はない．

x

y

O

3

1

5

最小

(2) y = −5x2 + 10x

= −5(x2 − 2x)

= −5{(x− 1)2 − 12}

= −5(x− 1)2 + 5

よって，x = 1 のとき，最大値 5，最小値はない．

◀ 平方完成する．

◀ グラフは上に凸の放物線で，
頂点は (1, 5)である．y の値
はいくらでも小さくなるから，
最小値はない．

x

y

O

5

1

最大

【注意】最大値，最小値をとるときの xの値は「必ず記すべきである」という考え方もある．

問題 I3.2.1 ⋆ 解答 p.290

次の 2次関数に最大値，最小値があればそれを求めよ．
(1) y = −3x2 + 6x+ 2 (2) y = 4x2 + 8x− 1
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例題 I3.2.2 ⋆⋆定義域が定められたときの 2次関数の最大・最小

次の定義域における 2次関数 y = x2 − 6x+ 5の最大値，最小値を求めよ．
(1) 1 ≦ x ≦ 4 (2) 0 < x ≦ 2

 

 

解説動画

考え方 2 次関数の最大・最小には，グラフの利用が有効である．このとき，定義域が定められている場合は，
軸が定義域に含まれるか否か に注意すること．放物線は軸で対称であることを利用して，軸と定義域の端の値（端
点）の位置関係から，最大値・最小値を求めることができる．

軸が定義域に含まれるとき

軸

軸から遠い方の端点で最大値

軸で最小値

最大

最小

軸が定義域に含まれないとき

軸

軸から遠い方の端点で最大値

軸から近い方の端点で最小値

最大

最小

解答

y = x2 − 6x+ 5 = {(x− 3)2 − 32}+ 5 = (x− 3)2 − 4

(1) x = 1 のとき，y = 0，x = 4 のとき，y = −3

したがって，1 ≦ x ≦ 4のとき，グラフは右の図のよ
うになる．
よって，x = 1のとき，最大値 0，x = 3のとき，最
小値 −4

x

y

最大

最小

1 3

−4

O

(2) x = 0 のとき，y = 5，x = 2 のとき，y = −3

したがって，0 < x ≦ 2 のとき，グラフは右の図のよ
うになる．
よって，x = 2のとき，最小値 −3 ，最大値はない．

x

y

最小

1

5

2

−3

O

◀ x = 0を代入すると，y =

02−6·0+5 = 5，x = 2を代入
すると，y = 22−6·2+5 = −3

◀ 0 < x ≦ 2より，x = 0は
定義域に含まれないので，最
大値はない．

◀ 軸は直線 x = 3，頂点は点
(3, −4) の下に凸の放物線で
ある．

One Point
定義域が定められた 2次関数の最大・最小は，軸（頂点）の位置と定義域の端の値に注目する．

問題 I3.2.2 ⋆⋆ 解答 p.290

次の定義域における 2次関数 y = −x2 + 4x+ 1の最大値，最小値を求めよ．
(1) 0 ≦ x < 2 (2) 1 < x ≦ 4
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例題 I3.2.3 ⋆⋆⋆最大・最小による係数の決定

関数 f(x) = ax2 − 4ax + 2b (−1 ≦ x ≦ 3) の最大値が 7，最小値が −2 のとき，定数
a, bの値を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 a > 0（下に凸の放物線）, a = 0（直線）, a < 0（上に凸の放物線）の 3つの場合に分けて考える．なお，場
合分けで得られた値が，場合分けの条件を満たすか否かの確認を忘れないように注意すること．

解答

f(x) = ax2 − 4ax+ 2b = a(x− 2)2 − 4a+ 2b

(i) a > 0 のとき
y = f(x)のグラフは下に凸の放物線で，−1 ≦ x ≦
3の範囲で f(x)は，x = −1のとき，最大値 5a+2b，
x = 2のとき，最小値 −4a+ 2bをとる．

したがって，
{

5a+ 2b = 7

−4a+ 2b = −2

ゆえに，a = 1, b = 1

これは a > 0を満たす．

◀ 軸は直線 x = 2，頂点は点
(2, −4a + 2b) の放物線であ
る．
◀ 軸から遠い方の端点である
x = −1のとき，最大となる．

◀ 場合分けの条件を満たすこ
とを確認する．

2−1 3

最大

最小

(ii) a = 0 のとき
f(x) = b で一定の値をとり，最大値 7，最小値 −2をとることはないから，不適で
ある．
(iii) a < 0 のとき
y = f(x)のグラフは上に凸の放物線で，−1 ≦ x ≦
3の範囲で f(x)は，x = 2のとき，最大値−4a+2b，
x = −1 のとき，最小値 5a+ 2bをとる．

したがって，
{

−4a+ 2b = 7

5a+ 2b = −2

ゆえに，a = −1, b = 3
2

これは a < 0を満たす．

◀ 軸から遠い方の端点である
x = −1のとき，最小となる．

2−1 3

最大

最小

よって，(i)～(iii)より，求める a, bの値は，(a, b) = (1, 1), (−1, 3
2
)

【注意】問題文では単に「関数 f(x)」となっていることから，f(x)は 2次関数であるとは限らない．「2次関数
f(x)」であれば a ̸= 0は仮定されていると考えるが，「関数 f(x)」となっていることから，a = 0のときを考
えなければならないので注意すること．

問題 I3.2.3 ⋆⋆⋆ 解答 p.291 ▶ 節末 I3.2.1

関数 f(x) = ax2 − 4ax+ 2b (−1 ≦ x ≦ 2) の最大値が 5，最小値が −1 のとき，定数 a, b の値を求めよ．
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例題 I3.2.4 ⋆⋆⋆定義域が拡大するときの最大・最小

a > 0 とする．関数 f(x) = x2 − 4x+ 6 (0 ≦ x ≦ a) について，f(x)の最大値を求めよ．
 

 

解説動画

考え方 y = f(x)のグラフは下に凸の放物線で，軸から遠いほど y の値は大きくなる．また，定義域は aの値が大きくな
るにつれて拡大する．定義域の拡大に伴い，最大値をとる端点も変わるので，軸からの距離を考えて aについて場合分け
をする．ここでは，定義域の中央と軸が一致するときに注目する．

解答
f(x) = x2 − 4x+ 6 = (x− 2)2 + 2

y = f(x)のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線 x = 2

(i) 0 < a < 4 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 0 のとき最大となり，最大値 f(0) = 6

◀ 定義域 0 ≦ x ≦ aの中央で
ある x = a

2 と軸の直線 x = 2

が一致するときを境にして，
場合分けをする．ここでは，
a
2 = 2，すなわち，a = 4を境
に場合分けをする．

2

x

y

4

6

O a

最大

(ii) a = 4 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 0, 4 のとき最大となり，最大値 f(0) = f(4) = 6 ◀ 定義域の両端における y 座

標が等しくなる．
2

6

x

y

O a = 4

最大 最大

(iii) 4 < a のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a のとき最大となり，最大値 f(a) = a2 − 4a+ 6 ◀ x = aの方が軸から遠いの

で，x = aで最大となる．
2

x

y

O 4

6

a

(a, a2 − 4a+ 6)最大

よって，(i)～(iii)より，
0 < a < 4 のとき， x = 0 で最大値 6

a = 4 のとき， x = 0, 4 で最大値 6

4 < a のとき， x = a で最大値 a2 − 4a+ 6

【注意】下の問題の (1)の結果と合わせると，最大値と最小値は次のようにまとめることができる．
(i) 0 < a < 2

2

x

y

4

6

O a

最大

最小

(ii) 2 ≦ a < 4

2

x

y

4

6

O a

最大

最小

(iii) a = 4

2

x

y

O a = 4

最大 最大

最小

(iv) 4 < a

2

x

y

O 4

6

a

最大

最小

問題 I3.2.4 ⋆⋆⋆ 解答 p.292

(1) a > 0 とする．関数 f(x) = x2 − 4x+ 6 (0 ≦ x ≦ a) について，f(x)の最小値を求めよ．
(2) a > 0 とする．関数 f(x) = −x2 + 6x− 8 (0 ≦ x ≦ a) について，f(x) の最小値を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=qWcNIgeC88U


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.5 ⋆⋆⋆軸が移動するときの最大・最小

関数 f(x) = x2 − 2ax+ 3 (0 ≦ x ≦ 3) について，f(x)の最小値を求めよ．
 

 

解説動画

考え方 関数 f(x)を標準形にすると，f(x) = (x− a)2 − a2 + 3となり，軸は直線 x = aである．aの値が変わると，軸
の位置も変わり，定義域における最小値をとる端点（頂点）も変わる．よって，定義域に対する軸の位置を考えて aにつ
いて場合分けをする．

解答
y = x2 − 2ax+ 3 = (x− a)2 − a2 + 3

y = f(x)のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線 x = a

(i) a < 0 のとき
グラフは右の図のようになり，軸は定義域より左側
にある．
x = 0 のとき最小となり，最小値 f(0) = 3

◀ 軸が定義域より左側か右側
にあるとき，定義域の左端か
右端で最小値をとる．これと
軸が定義域内にある場合，頂
点で最小値をとることから，
全部で 3通りの場合分けとな
る．

a 0 3

最小

(ii) 0 ≦ a ≦ 3 のとき
グラフは右の図のようになり，軸は定義域内にある．
x = a のとき最小となり，最小値 f(a) = −a2 + 3 ◀ 頂点で最小値をとる．

a0 3

最小

(iii) 3 < a のとき
グラフは右の図のようになり，軸は定義域より右側
にある．
x = 3 のとき最小となり，最小値 f(3) = −6a+12

a0 3

最小

よって，(i)～(iii)より，
a < 0 のとき， x = 0 で最小値3

0 ≦≦≦ a ≦≦≦ 3 のとき， x = a で最小値− a2 + 3

3 < a のとき， x = 3 で最小値− 6a+ 12

【注意】下の問題の (1)の結果と合わせると，最大値と最小値は次のようにまとめることができる．
(i) a < 0

a 0 3
2

3

最大

最小

(ii) 0 ≦ a < 3
2

a 3
2

0 3

最大

最小

(iii) a = 3
2

a = 3
2

0 3

最大 最大
最小

(iv) 3
2 < a ≦ 3

a3
2

0 3

最大

最小

(v) 3 < a

a3
2

0 3

最大

最小

問題 I3.2.5 ⋆⋆⋆ 解答 p.293

(1) 関数 f(x) = x2 − 2ax+ 3 (0 ≦ x ≦ 3) について，f(x)の最大値を求めよ．
(2) 関数 f(x) = x2 − 2ax+ 5 (1 ≦ x ≦ 4) について，f(x)の最小値を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=phBhixhJil0


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.6 ⋆⋆⋆定義域が変化するときの最大・最小

関数 f(x) = x2 − 2x+ 3 (a ≦ x ≦ a+ 2) について，f(x)の最大値を求めよ．
 

 

解説動画

考え方 定義域が変化するが，定義域の幅は常に 2で一定である．定義域の中央と軸に注目して，場合分けをする．定義
域の中央は，a+(a+2)

2 = a+ 1であり，これと軸 x = 1が一致するとき，すなわち，a+ 1 = 1より a = 0で定義域の両端
と軸までの距離が等しくなる．よって，a = 0を境に場合分けをすればよい．

解答
f(x) = x2 − 2x+ 3 = (x− 1)2 + 2

y = f(x) のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線 x = 1

(i) a+ 1 < 1 ，すなわち，a < 0 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a で最大となり，最大値 f(a) = a2 − 2a+ 3

◀ 定義域 a ≦ x ≦ a+ 2の中
央である x = a+ 1と軸の直
線 x = 1が一致するときを境
にして，場合分けをする．こ
こでは，a+ 1 = 1，すなわち，
a = 0を境に場合分けをする．
また，(i)は x = aの方が軸か
ら遠いので，x = aで最大と
なる．

1

a+ 1

a a+ 2

最大

(ii) a+ 1 = 1 ，すなわち，a = 0 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 0, 2 で最大となり，最大値 f(0) = f(2) = 3

1a a+ 2

最大 最大

(iii) 1 < a+ 1 ，すなわち，a > 0 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a+2で最大となり，最大値f(a+2) = a2+2a+3 ◀ x = a + 2の方が軸から遠

いので，x = a + 2で最大と
なる．1

a+ 1

a a+ 2

最大

よって，(i)～(iii)より，
a < 0 のとき， x = a で最大値a2 − 2a+ 3

a = 0 のとき， x = 0, 2 で最大値3

a > 0 のとき， x = a+ 2 で最大値a2 + 2a+ 3

【注意】下の問題の (1)の結果と合わせると，最大値と最小値は次のようにまとめることができる．
(i) a < −1

1

a+ 1

aa+ 2

最大

最小

(ii) −1 ≦ a < 0

1

a+ 1

a a+ 2

最大

最小

(iii) a = 0

a+ 1

1a a+ 2

最大 最大
最小

(iv) 0 < a ≦ 1

1

a+ 1

a a+ 2

最大

最小

(v) 1 < a

1

a+ 1

a a+ 2

最大

最小

問題 I3.2.6 ⋆⋆⋆ 解答 p.294 ▶ 節末 I3.2.2

(1) 関数 f(x) = x2 − 2x+ 3 (a ≦ x ≦ a+ 2) について，f(x)の最小値を求めよ．
(2) 関数 f(x) = x2 − 4x+ 5 (a ≦ x ≦ a+ 2) について，f(x)の最大値を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=VgjJwNB7Zbk


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.7 ⋆⋆⋆最小値の最大値

xの 2次関数 y = x2 − 6ax+ 8a2 + 2a+ 3の最小値をmとする．このとき，次の問いに
答えよ．ただし，aは定数とする．
(1) 最小値mを aを用いて表せ．
(2) aの値が 0 ≦ a ≦ 3で変化するとき，mの最大値を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 (2) (1)で求めた最小値mを aの関数と見ると，定義域における最大・最小の問題となる．aを変数として，関数
m = −a2 + 2a+ 3の最大値を求める．

解答

(1) y =x2 − 6ax+ 8a2 + 2a+ 3

=
{
(x− 3a)2 − (3a)2

}
+ 8a2 + 2a+ 3

=(x− 3a)2 − a2 + 2a+ 3

グラフは右の図のようになる．
よって，y は x = 3a で最小値m = −a2+2a+3

◀ 平方完成する．

◀ m は a の 2 次式で表され
る．

最小
(3a, −a2 + 2a+ 3)

(2) m = −a2 + 2a+ 3

= −
(
a2 − 2a

)
+ 3

= −
{
(a− 1)2 − 12

}
+ 3

= −(a− 1)2 + 4

グラフは右の図のようになる．
よって，0 ≦ a ≦ 3 の範囲において，a の関数 m

は，a = 1で最大値 4

◀ x 軸，y 軸ではなく，a 軸，
m軸であることに注意するこ
と．

a

m

O 1

4
最大

3

3

【注意】「最小値の最大値」と聞いても，具体的にイメージすることができな
いかもしれない．y = x2 − 6ax+ 8a2 + 2a+ 3のグラフは，aの値を 1つ定
めると，その配置がただ 1つに定まる．頂点の y 座標が最小値mであり，m
はm = −a2 + 2a+ 3と表されるから，最小値は aの関数であり，グラフは
上に凸の放物線となる．(2)は 0 ≦ a ≦ 3におけるそのグラフの最大値を求
めている．イメージとしては，右の図のようになる． (2)

(1)

最大

問題 I3.2.7 ⋆⋆⋆ 解答 p.295

xの 2次関数 y = −x2 + 4ax− 5a2 + 3a+ 6の最大値をM とする．このとき，次の問いに答えよ．ただし，
aは定数とする．
(1) 最大値M を aを用いて表せ．
(2) aの値が −2 ≦ a ≦ 3で変化するとき，M の最小値を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=B9ImnUgNkl0


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.8 ⋆⋆⋆おき換えを用いた最大・最小

関数 y =
(
x2 − 2x

)2
+ 4

(
x2 − 2x

) について，次の問いに答えよ．
(1) t = x2 − 2xとおいて，tのとりうる値の範囲を求めよ．
(2) y を tの式で表し，y の最小値と，そのときの xの値を求めよ．  

 

解説動画

考え方 4次関数の問題であるが， 共通する部分をおき換える ことによって，2次関数の最大・最小の問題と見ることが
できる． x2 − 2x = t とおくと，yは tの 2次関数として考えることができる．なお，文字でおき換えた場合は，その文字
の変域を考える必要があるので注意すること．

解答

(1) t = x2 − 2x

= (x− 1)2 − 1

グラフは右の図のようになる．
よって，tのとりうる値の範囲は，t ≧≧≧ −1

◀ tは xについての 2次関数
となるので，x軸，y軸ではな
く，x軸， t軸 であることに
注意すること．

x

t

O
1

−1

(2) t = x2 − 2x とおくと，

y = t2 + 4t = (t+ 2)2 − 4 · · · (i)

(1)より，t ≧ −1 であるから，この範囲で，(i)の
グラフをかくと，右の図のようになる．
したがって，t = −1 のとき，y は最小値 −3 をとる．
また，t = −1 のとき，x2 − 2x = −1

◀ (1) で求めた t の値の範囲
を忘れないようにする．また，
x軸ではなく， t軸 であるこ
とに注意すること．

t

y

O
−2

−4

−1

−3

ゆえに，x = 1

よって，x = 1 のとき，最小値 −3

◀ x2 − 2x = −1より，(x−
1)2 = 0 となるので，これを
解いて，x = 1

One Point
共通する部分をおき換えて，2次関数と見て考える．このとき，おき換えた文字の変域に注意すること．

問題 I3.2.8 ⋆⋆⋆ 解答 p.295 ▶ 節末 I3.2.3

関数 y =
(
x2 − 4x

)2
+ 6

(
x2 − 4x

) について，次の問いに答えよ．
(1) t = x2 − 4xとおいて，tのとりうる値の範囲を求めよ．
(2) y を tの式で表し，y の最小値と，そのときの xの値を求めよ．

103

https://www.youtube.com/watch?v=50LOfGhtMD0


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.9 ⋆⋆⋆条件付きの 2変数関数の最大・最小 1

2x+ y = 1を満たすとき，次の問いに答えよ．
(1) x2 + y2 の最小値を求めよ．
(2) x ≧ 0, y ≧ 0のとき，x2 + y2 の最大値を求めよ．  

 

解説動画

考え方 変数が少ない方が扱いやすいため， 文字の消去 を考える．
(1) 条件から 2x+ y = 1は，y = 1− 2xと変形できるため，x2 + y2 に代入すると，x2 + y2 = x2 + (1− 2x)2 となる．こ
れは，文字が消去されて 1変数の式であるから，1変数の 2次関数の最小値を求める問題とすることができる．

(2) x ≧ 0, y ≧ 0の条件より，(1)の 2次関数における文字の値の範囲を求めてから，最大値を考える．

解答
(1) 2x+ y = 1 より，y = 1− 2x · · · (i)
したがって，

x2 + y2 = x2 + (1− 2x)2

= 5x2 − 4x+ 1

= 5

(
x− 2

5

)2

+
1

5
· · · (ii)

ゆえに，x = 2
5 で最小値 1

5

このとき，(i)より，y = 1− 2 · 2
5 = 1

5

よって，x = 2
5 , y = 1

5 のとき，最小値 1
5

(2) y ≧ 0 であるから，(i) より，1− 2x ≧ 0

x ≧ 0 との共通範囲は，0 ≦ x ≦ 1
2 · · · (iii)

◀ y を代入して，文字を消去
する．

◀ x ≧ 0, y ≧ 0から，xの値
の範囲を求める．

x

x2 + y2

O 2
5

1
5

1
2

1 最大

(ii)より，(iii) において，x2 + y2 は x = 0 で最大値 1

このとき，(i) より，y = 1− 2 · 0 = 1

よって，x = 0, y = 1 のとき，最大値 1

One Point
変数を少なくするために，文字の消去を考える．

問題 I3.2.9 ⋆⋆⋆ 解答 p.296

x+ 3y = 6を満たすとき，次の問いに答えよ．
(1) x2 + y2 の最小値を求めよ．
(2) x ≧ 0, y ≧ 0のとき，x2 + y2 の最大値を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=rMegrVDm7YE


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.10 ⋆⋆2次関数の最大・最小の文章題

周囲の長さが 12である長方形において，次の問いに答えよ．
(1) この長方形の面積の最大値を求めよ．
(2) この長方形の対角線の長さの最小値を求めよ．  

 

解説動画

考え方 長方形の縦の長さと横の長さを xを用いて表すと，長方形の面積は xの関数
となる．縦の長さを xとすると，横の長さは 12−2x

2 = 6− xとなる．なお，最大値を
求めるときは，xの値の範囲に注意すること．
(2) 対角線の長さ l は，根号を含む l =

√
f(x) の形となる．このようなときは，

l2 = f(x)の最小値を求めて，lの最小値を考える．
x+ (6− x) + x+ (6− x) = 12

x

6− x

6− x

x

解答

(1) 長方形の縦の長さを x とすると，
横の長さは 12−2x

2 = 6− x である．
また，x > 0, 6− x > 0 であるから，0 < x < 6

この長方形の面積を y とすると，

y = x(6− x) = −x2 + 6x = −(x− 3)2 + 9

0 < x < 6 より，y は x = 3 で最大値 9 をとる．
よって，長方形の面積の最大値は， 9

◀ 辺の長さが正であることか
ら，xの値の範囲を求める．

x

y

O 3

9
最大

(2) 長方形の対角線の長さを lとすると，

l2 = x2 + (6− x)2 = 2x2 − 12x+ 36 = 2(x− 3)2 + 18

0 < x < 6において，l2 は x = 3で最小値 18をとる．
ここで，l > 0であるから，l2 が最小となるとき，lも最小となる．
よって，対角線の最小値は，

√
18 = 3

√
2

◀ 三平方の定理を用いる．

◀ a > 0, b > 0のとき，

a < b ⇐⇒ a2 < b2

を用いている．詳しくは，数
学 IIで学習する．

One Point
文字の値の範囲に注意すること．

問題 I3.2.10 ⋆⋆ 解答 p.296

直角を挟む 2 辺の長さの和が 10 である直角三角形において，斜辺の長さが最小となる直角三角形を求め，
その斜辺の長さを求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=6qLElHXT4oI


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.11 ⋆⋆2次関数の決定 1

次の条件を満たすような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) 頂点が点 (−3, 2) で，点 (0, 5) を通る．
(2) 軸が直線 x = −1 で，2 点 (0, −6), (2, 2) を通る．  

 

解説動画

考え方 頂点 ( p , q )や軸 x = p に関する条件が与えられたときは，標準形 y = a(x − p )2 + q を用いて考えると
よい（計算が楽になることが見込まれる）．

解答
(1) 頂点が点 (−3, 2) であるから，求める 2 次関数は，

y = a(x+ 3)2 + 2

と表される．
この関数のグラフが点 (0, 5) を通るから，

5 = a(0 + 3)2 + 2

したがって，a = 1
3

よって，求める 2次関数は，y = 1
3
(x+ 3)2 + 2

(2)軸が直線 x = −1 であるから，求める 2 次関数は，

y = a(x+ 1)2 + q

と表される．
この関数のグラフが 2 点 (0, −6), (2, 2) を通るから，

−6 = a(0 + 1)2 + q, 2 = a(2 + 1)2 + q

したがって，a+ q = −6, 9a+ q = 2

これを解いて，a = 1, q = −7

よって，求める 2次関数は，y = (x+ 1)2 − 7

◀ 頂点が与えられているから，
標準形を用いる．

◀ y = a(x + 3)2 + 2 に，
x = 0, y = 5を代入する．

◀ y = 1
3x

2 + 2x + 5でもよ
い．
◀ 軸が与えられているから，
標準形を用いる．

◀ x = 0, y = −6 と x =

2, y = 2 を，それぞれ
y = a(x + 1)2 + q に代入す
る．
◀ 連立方程式を解く．

◀ y = x2 + 2x− 6でもよい．

One Point

頂点 (p, q) や軸 x = p が与えられたときは，標準形 y = a(x− p)2 + q を用いる．

問題 I3.2.11 ⋆⋆ 解答 p.297

次の条件を満たすような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) 頂点が点 (−2, 3) で，点 (1, 6) を通る．
(2) 軸が直線 x = 2 で，2 点 (0, −4), (3, 5) を通る．
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https://www.youtube.com/watch?v=YHvB-tpsKzo


数学 I
3.2

3 2次関数 3.2 2次関数の最大・最小と決定

例題 I3.2.12 ⋆⋆2次関数の決定 2

次の 3点を通るような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) (−1, 8), (2, 8), (−3, −12) (2) (2, 0), (−4, 0), (1, −10)

 

 

解説動画

考え方
(1) 3点が与えられたとき は，一般形 y = ax2 + bx+ c を用いて考えるとよい．通る 3点の座標を代入することで，a, b, c
の連立方程式を作ることができる．
(2) x軸との交点が 2つ与えられたとき は，y = a(x− α)(x− β) を用いて考えるとよい．一般に，
2次関数のグラフが x軸と 2点 (α, 0), (β, 0)で交わるとき，f(α) = 0, f(β) = 0となることか
ら，y = a(x− α)(x− β)と表すことができる．

x
α β

解答
(1) 求める 2 次関数を y = ax2 + bx+ c とする．
この関数のグラフが 3点 (−1, 8)，(2, 8)，(−3, −12)を通るから，

8 = a− b+ c · · · (i)
8 = 4a+ 2b+ c · · · (ii)
−12 = 9a− 3b+ c · · · (iii)

(ii)− (i) より，0 = 3a+ 3b，すなわち，a+ b = 0 · · · (iv)
(ii)− (iii) より，20 = −5a+ 5b，すなわち，−a+ b = 4 · · · (v)
(iv)，(v)を解いて，a = −2, b = 2

したがって，これを (i)に代入すると，c = 12

よって，求める 2 次関数は，y = −2x2 + 2x+ 12

(2) x 軸との共有点の座標が (2, 0), (−4, 0) であるから，求める 2 次関数は，

y = a(x− 2)(x+ 4)

と表される．
この関数のグラフが点 (1, −10) を通るから，

−10 = a(1− 2)(1 + 4)

したがって，a = 2

よって，求める 2 次関数は，y = 2(x− 2)(x+ 4)

◀ y = ax2 + bx + c に (i)
は x = −1, y = 8，(ii)
は x = 2, y = 8，(iii) は
x = −3, y = −12 をそれぞ
れ代入している．

◀ cを消去して，a, bについ
ての連立方程式 (iv), (v) を
解く．

◀ y = ax2 + bx+ cとしても
よいが，連立方程式を解く必
要があり，手間が掛かる．
◀ y = (x− 2)(x+ 4)とする
のは誤りである．a を忘れな
いように注意すること．

◀ y = 2x2 + 4x− 16でもよ
い．

One Point
3点が与えられたときは，y = ax2 + bx+ c を用いる．

x 軸との共有点が与えられたときは，y = a(x−α)(x− β) を用いる．

問題 I3.2.12 ⋆⋆ 解答 p.298 ▶ 節末 I3.2.6

次の 3点を通るような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) (1, 7), (3, 7), (−2, −8) (2) (−1, 0), (4, 0), (2, −12)
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例題 I3.2.13 ⋆⋆⋆2次関数の決定 3

次の条件を満たすような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) 頂点が x 軸上にあり，2 点 (0, 3), (6, 27) を通る．
(2) 放物線 y = 2x2 を平行移動したもので，点 (1, 3) を通り，頂点が直線 y = −x + 1

上にある．
 

 

解説動画

考え方 頂点に関する条件が与えられているので，標準形 y = a(x− p)2 + q を用いて考える．
(1) 頂点が x軸上にあるから，q = 0となる．
(2) 「頂点が直線 y = −x+ 1上にある」と頂点に関する条件が与えられている．放物線 y = 2x2 を平行移動しているの
で，求める 2次関数の x2 の係数も 2であることに注意すること．

解答
(1) 頂点が x 軸上にあるから，求める 2 次関数は，y = a(x− p)2 と表される．
このグラフが 2 点 (0, 3), (6, 27) を通るから，

ap2 = 3 · · · (i), a(6− p)2 = 27 · · · (ii)

(i)×9 と (ii)より，9ap2 = a(6− p)2

a ̸= 0 であるから，9p2 = (6− p)2

したがって，8p2 + 12p− 36 = 0

ゆえに，(p+ 3)(2p− 3) = 0

これを解いて，p = −3, 3
2

(i)より，p = −3 のとき a = 1
3 , p =

3
2 のとき a = 4

3

よって，求める 2次関数は，y = 1
3
(x+ 3)2, y = 4

3

(
x− 3

2

)2
(2) 放物線 y = 2x2 を平行移動したもので，頂点が直線 y = −x+ 1 上にあるから，
頂点の座標を (p, −p+1) とすると，求める 2 次関数は，y = 2(x−p)2−p+1 · · · (i)
と表される．
この関数のグラフが点 (1, 3) を通るから，2(1− p)2 − p+ 1 = 3

したがって，2(1− 2p+ p2)− p+ 1 = 3

ゆえに，p(2p− 5) = 0

これを解いて，p = 0, p = 5
2

(i)より，p = 0 のとき，y = 2(x− 0)2 − 0 + 1 = 2x2 + 1

また，p = 5
2 のとき，y = 2

(
x− 5

2

)2 − 5
2 + 1 = 2

(
x− 5

2

)2 − 3
2

よって，求める 2 次関数は，y = 2x2 + 1, y = 2
(
x− 5

2

)2 − 3
2

◀ 求める 2 次関数は y =

a(x− p)2 + q と表される．頂
点が x 軸上にあることから，
q = 0とする．

◀ 両辺を 4で割ると，2p2 +

3p − 9 = 0 となることから，
たすき掛けを用いる．

◀ 頂点 (p, q) が直線 y =

−x + 1 上にある．よって，
q = −p+ 1から，頂点の座標
を (p, −p + 1)とすることが
できる．

◀

1

2

3

−3

6

−3

3

x

y

O
y = −x+ 1

1

3

5
2

− 3
2

1

問題 I3.2.13 ⋆⋆⋆ 解答 p.299

次の条件を満たすような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) 頂点が x 軸上にあり，2 点 (1, 4), (−3, 36) を通る．
(2) 放物線 y = 3x2 を平行移動したもので，点 (2, 9) を通り，頂点が直線 y = 2x− 3 上にある．
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節末問題 3.2 2次関数の最大・最小と決定

節末 I3.2.1 ⋆⋆ 解答（節末）p.300 ▶ 例題 I3.2.3

関数 y = x2 − 6x + k + 3 (−1 ≦ x ≦ 3) の最大値と最小値の和が 0 であるとき，定数 k

の値とそのときの最大値，最小値を求めよ．

節末 I3.2.2 ⋆⋆⋆⋆ 解答（節末）p.301 ▶ 例題 I3.2.6

2 次関数 y = −2x2 + 8x について，次の問いに答えよ．
(1) この関数のグラフの頂点，x 軸の共有点，y 軸の共有点の座標を求め，グラフをかけ．
(2) a ≦ x ≦ a+ 1 における関数の最大値が 6 であるような定数 a の値を求めよ．

節末 I3.2.3 ⋆⋆ 解答（節末）p.302 ▶ 例題 I3.2.8

a を定数として，関数 y =
(
x2 − 4x

)2
+ 2a

(
x2 − 4x

)
+ a+ 2 の最小値を m とする．こ

のとき，次の問いに答えよ．
(1) m を a の式で表せ． (2) m を最大にする a の値を求めよ．

節末 I3.2.4 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.303 ▶ 例題 I3.2.11 ▶ 例題 I3.2.12

放物線 y = ax2 + bx+ c は，頂点の座標が (3, 7) で，点 (6, −5) を通る．このとき，定数
a, b, c の値を求めよ．

節末 I3.2.5 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.303

a > 0, b > 0, a+ b = 1 のとき，a3 + b3 の最小値を求めよ．

節末 I3.2.6 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.304 ▶ 例題 I3.2.12

2 次関数 f(x) = ax2 + bx+ c が，f(−2) = f(4) = 0 を満たし，その最大値が 9 であると
き，定数 a, b, c の値を求めよ．
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3.3 2次方程式と 2次不等式

3.3.1 2次方程式の解法
2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 · · · (i) の解は，左辺を因数分解して求めるか，解の公
式を用いて求める．
(1) 2 次方程式 a(x− α)(x− β) = 0 の解は，x = α, β

(2) 2 次方程式の解の公式
2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の解は，

x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

とくに，b = 2b′ のとき，2 次方程式 ax2 + 2b′x+ c = 0 の解は，

x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

◀ 俗に言う，「解の公式」であ
る．導出例は次のようになる．

(i) において，左辺を平方
完成すると，a

(
x+ b

2a

)2 −
b2−4ac

4a = 0

両辺を a で割り，式変形する
と，(

x+ b
2a

)2
= b2−4ac

4a2

これより，b2 − 4ac ≧ 0 のと
きは，x+ b

2a = ±
√

b2−4ac
2a

すなわち，x = −b±
√

b2−4ac
2a

なお，両辺に 4a を掛けると
いう技巧的な導出もあるが，2
次方程式だけにしか通用しな
い．平方完成による手法を押
さえておくとよい．

3.3.2 2次方程式の解の個数
b2 − 4ac を 2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式（discriminant）という．
2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式を D = b2 − 4ac とすると，

b2 − 4ac > 0 (D > 0) ⇐⇒ 異なる 2 つの実数解をもつ．
b2 − 4ac = 0 (D = 0) ⇐⇒ 1 つの実数解 (重解)をもつ．
b2 − 4ac < 0 (D < 0) ⇐⇒ 実数解をもたない．

とくに，b = 2b′ であるとき，D
4 = b′2 − ac の符号について，

b′2 − ac > 0 (D > 0) ⇐⇒ 異なる 2 つの実数解をもつ．
b′2 − ac = 0 (D = 0) ⇐⇒ 1 つの実数解 (重解)をもつ．
b′2 − ac < 0 (D < 0) ⇐⇒ 実数解をもたない．

◀ Dは判別式（discriminant）
の頭文字である．

◀ 重解は，x = − b
2a

◀ ax2 + 2b′x+ c = 0

◀ D ≧ 0 ⇐⇒ 実数解をもつ．

3.3.3 2次関数のグラフと x軸の共有点
(1) 2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 は，2 次関数 y = ax2 + bx+ c において，y = 0

とおいたものと考えることができる．2 次方程式 ax2 + bx + c = 0 の実数解は，2
次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフと x 軸の共有点の x 座標である．
(2) (1)より，2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の実数解の個数と，y = ax2 + bx+ c の
グラフの x 軸の共有点の個数は一致する．よって，2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の
判別式を D = b2 − 4ac とすると，y = ax2 + bx+ c のグラフと x 軸の位置関係は，
次のようになる．

D > 0 ⇐⇒ x 軸と異なる 2点で交わる．
D = 0 ⇐⇒ x 軸に接する．
D < 0 ⇐⇒ x 軸と共有点をもたない．

◀ a ̸= 0

◀ 2次関数のグラフと x軸の
共有点の x座標が ax2+bx+

c = 0の 解（実数解）となる．

x

ax2 + bx+ c = 0の解
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3.3.4 2次関数のグラフと 2次不等式
a ̸= 0のとき，次の形で表される不等式を，xについての 2次不等式という．

ax2 + bx+ c > 0, ax2 + bx+ c < 0,

ax2 + bx+ c ≧ 0, ax2 + bx+ c ≦ 0

2 次不等式 ax2 + bx+ c > 0 は，放物線 y = ax2 + bx+ c

が x 軸より上側にある (y > 0 となる) 部分の x の値の範
囲が解となる．

x

α β

++

◀ 1次関数 y = ax+ bの場合
は，次のようになる．

2 次不等式 ax2 + bx+ c < 0 は，放物線 y = ax2 + bx+ c

が x 軸より下側にある (y < 0 となる) 部分の x の値の範
囲が解となる． x

α β−

x

ax+ b = 0

ax+ b > 0

ax+ b < 0

3.3.5 2次関数と方程式・不等式
2 次関数 y = f(x) = ax2 + bx+ c (a > 0) のグラフと x 軸の位置関係は，2 次方程
式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式を D = b2 − 4ac ，α < β とすると，次のようになる．

判別式D の符号 D > 0 D = 0 D < 0

y = f(x) のグラフ x
α β

x
α

x

グラフと x軸 2点で交わる 1点で接する 共有点なし
f(x) = 0 の解 2 解 α, β x = α なし
f(x) > 0 の解 x < α, β < x α 以外のすべての実数 すべての実数
f(x) ≧ 0 解 x ≦ α, β ≦ x すべての実数 すべての実数
f(x) < 0 の解 α < x < β なし なし
f(x) ≦ 0 の解 α ≦ x ≦ β x = α なし

◀ a < 0の場合は，両辺に−1

を掛けて（不等号の向きが変
わるので注意すること），x2

の係数を正にしてから，左の
表で考えるとよい．

111



数学 I
3.3

3 2次関数 3.3 2次方程式と 2次不等式

例題 I3.3.1 ⋆2次方程式の解 1

次の 2次方程式を解け．
(1) 5x2 − 11x− 4 = 0 (2) 3x2 − 8x− 5 = 0

(3) 9x2 + 6x+ 1 = 0 (4) 8x2 − 14x+ 3 = 0
 

 

解説動画

考え方 2次方程式を解くには， 因数分解する か， 解の公式を用いる とよい．なお，因数分解はすべての方程式で上手
くできるとは限らないが，解の公式より楽に解けることがある．そこで，先に因数分解を考え，上手くできなければ解の
公式を用いることを推奨する．

解答
(1) 解の公式より，

x =
−(−11)±

√
(−11)2 − 4 · 5 · (−4)

2 · 5
=

11±
√
121 + 80

10
=

11 ±
√
201

10

(2) 解の公式より，

x =
−(−4)±

√
(−4)2 − 3 · (−5)

3
=

4±
√
16 + 15

3
=

4 ±
√
31

3

(3) 左辺を因数分解すると，(3x+ 1)2 = 0

よって，3x+ 1 = 0より，x = −1
3

【別解】
x =

−3±
√
32 − 9 · 1
9

=
−3±

√
9− 9

9
=

−3± 0

9
= −

1

3

(4) 左辺を因数分解すると，(4x− 1)(2x− 3) = 0

したがって，4x− 1 = 0 または 2x− 3 = 0

よって，x = 1
4
, 3

2

【別解】

x =
−(−7)±

√
(−7)2 − 8 · 3
8

=
7±

√
49− 24

8
=

7±
√
25

8
=

7± 5

8

よって，x = 1
4
, 3

2

◀ a = 5, b = −11, c = −4

として，

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

に代入する．

◀ xの係数が偶数であるから，

x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

◀ 解の公式を用いてもよい．

◀ 2つの解が重なったものと
考えて，このような解を重解
という．

◀ たすき掛けを用いる．
4

2

−1

−3

−2

−12

−14

解の公式

ax2 + bx+ c = 0 の解は，x =
−b ±

√
b2 − 4ac

2a

とくに，ax2 + 2b′x+ c = 0 の解は，x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

問題 I3.3.1 ⋆ 解答 p.305

次の 2次方程式を解け．
(1) 4x2 − 7x+ 2 = 0 (2) x2 − 8x− 5 = 0

(3) 16x2 + 8x+ 1 = 0 (4) 6x2 − 11x+ 3 = 0
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例題 I3.3.2 ⋆⋆2次方程式の解 2

次の 2次方程式を解け．
(1) −0.5x2 + 3x− 1.5 = 0 (2)

√
2x2 − 8x+ 8

√
2 = 0

(3) (x− 2)2 + 4(x− 2)− 12 = 0
 

 

解説動画

考え方 (1)，(2) は係数に小数や無理数が含まれており，そのまま解の公式を使うと計算に手間が掛かる．そこで，
係数（とくに x2 の係数） は， 正の数や有理数といった簡単な形 となるように式変形するとよい．

解答
(1) 両辺に −2 を掛けると，x2 − 6x+ 3 = 0

よって，
x =

−(−3)±
√

(−3)2 − 1 · 3
1

= 3±
√
6

(2) 両辺に
√
2 を掛けると，2x2 − 8

√
2x+ 16 = 0

したがって，x2 − 4
√
2x+ 8 = 0

左辺を因数分解すると，(x− 2
√
2)2 = 0

よって，x = 2
√
2

【別解】両辺に
√
2 を掛けると，2x2 − 8

√
2x+ 16 = 0

したがって，x2 − 4
√
2x+ 8 = 0

よって，

x =
−(−2

√
2)±

»
(−2

√
2)2 − 1 · 8

1
= 2

√
2

(3) X = x− 2とおくと，X2 + 4X − 12 = 0

したがって，(X + 6)(X − 2) = 0

ゆえに，X = −6, 2

すなわち，x− 2 = −6, 2

よって，x = −4, 4

【別解】 (x− 2)2 + 4(x− 2)− 12 = 0より，{(x− 2) + 6}{(x− 2)− 2} = 0

したがって，(x+ 4)(x− 4) = 0

よって，x = −4, 4

◀ x2 の係数が正となるよう
に，−2を掛ける．

◀ xの係数が偶数であるから，

x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

◀ x2 の係数が有理数となる
ように，

√
2を掛ける．

◀ (2
√
2)2 = 8

◀ xの係数が偶数であるから，

x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

◀ 共通する部分を 1つのまと
まりと見る．

問題 I3.3.2 ⋆⋆ 解答 p.306

次の 2次方程式を解け．
(1) −0.25x2 + 2x− 1 = 0 (2) 3

√
3x2 − 12x+ 12

√
3 = 0

(3) (x+ 1)2 − 6(x+ 1) + 5 = 0
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例題 I3.3.3 ⋆⋆⋆方程式の解（係数が文字のとき）

次の方程式を解け．ただし，aは定数とする．
(1) ax2 + (a+ 2)x+ 2 = 0 (2) (a2 − a)x2 = a− 1

 

 

解説動画

考え方 問題文では単に「方程式」となっていることから，2次方程式であるとは限らない．最高次の項の係数が 0のとき
を考えて，場合分けをして解けばよい．
(1) a = 0のとき，02 + (0 + 2)x+ 2 = 0となり，1次方程式となる．a ̸= 0のとき，そのまま，ax2 + (a+ 2)x+ 2 = 0

となり，2次方程式となる．
(2) (1)と同様に，最高次の項 x2 の係数が 0のときを考えて，場合分けをする．なお，a− 1 = 0の可能性があるので，両
辺を単に a− 1で割ってしまわないように注意すること（場合分けを考える）．

解答
(1) (i) a = 0 のとき

方程式は，2x+ 2 = 0 より，x = −1

(ii) a ̸= 0 のとき
ax2 + (a+ 2)x+ 2 = 0より，(x+ 1)(ax+ 2) = 0

したがって，x = −1, − 2
a

◀ a = 0のとき，x2 の項がな
くなるので，xの 1次方程式
になる．

◀ たすき掛けを用いる．

よって，(i)，(ii)より，求める解は，{
a = 0 のとき， x = −1

a ̸= 0 のとき， x = −1, − 2
a

(2) (i) a = 0 のとき
方程式は，0 · x2 = 0− 1

これを満たす xは存在しないので，解なし
(ii) a = 1 のとき
方程式は，0 · x2 = 0

これは，xの値に関わらず成り立つ．
したがって，解はすべての実数
(iii) a ̸= 0, 1 のとき
a2 − a ̸= 0 から，両辺を a2 − a で割ると，x2 = 1

a

（ア）a > 0 のとき，x = ±
»

1
a = ±

√
a
a

（イ）a < 0 のとき，解なし

◀ a− 1 = 0の可能性があり，
両辺を単に a − 1で割ってし
まうと，0 で割ってしまうこ
とになる．そこで，場合分け
を考える．

◀ x2 = a−1
a2−a = a−1

a(a−1)

◀ x2 = 1
a を解く．

よって，(i)～(iii)より，求める解は，
a ≦≦≦ 0 のとき， 解なし
a = 1 のとき， 解はすべての実数
0 < a < 1, 1 < a のとき， x = ±

√
a

a

1

a

1

2

a

2

a+ 2

問題 I3.3.3 ⋆⋆⋆ 解答 p.307

次の方程式を解け．ただし，aは定数とする．
(1) ax2 + (a+ 3)x+ 3 = 0 (2) (a2 − 2a)x2 = a− 2
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例題 I3.3.4 ⋆⋆2次方程式の係数決定

(1) 2 次方程式 x2 + ax+ b = 0 の 2 つの解が 3 と −2 であるとき, 定数 a，b の値を求
めよ．
(2) 2 次方程式 x2 + ax− 32 = 0 の解の 1 つが x = a のとき，定数 a の値を求めよ．ま
た，そのときの他の解を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の解が α であるとき，x = α を代入すると，aα2 + bα+ c = 0が成り立つ．
解答

(1) x2 + ax+ b = 0 の 2 つの解が 3 と −2 であるから，x = 3 と x = −2 をそれ
ぞれ代入すると， ®

32 + a · 3 + b = 0

(−2)2 + a · (−2) + b = 0

すなわち，
{

3a+ b = −9 · · · (i)
−2a+ b = −4 · · · (ii)

よって，(i)，(ii)を解いて，a = −1, b = −6

【別解】 2 つの解が 3 と −2 であるから，もとの 2 次方程式は，(x− 3)(x+ 2) = 0

したがって，x2 − x− 6 = 0

よって，x2 + ax+ b = 0 と係数を比較すると，a = −1, b = −6

(2) x = a が x2 + ax− 32 = 0 の解であるから，a2 + a · a− 32 = 0

すなわち，2a2 = 32より，a = ±4

(i) a = 4 のとき
方程式は，x2 + 4x− 32 = 0

したがって，(x− 4)(x+ 8) = 0

ゆえに，x = 4, −8

したがって，他の解は，x = −8

(ii) a = −4 のとき
方程式は，x2 − 4x− 32 = 0

したがって，(x− 8)(x+ 4) = 0

ゆえに，x = 8, −4

したがって，他の解は，x = 8

よって，(i)，（ii）より，

a = 4 のとき， 他の解は，x = −8

a = −4 のとき， 他の解は，x = 8

◀ 数学 IIで学習する，解と係
数の関係を用いても求められ
る．

◀ α, β を解にもつ 2 次方程
式は，a(x − α)(x − β) = 0

と表される．与えられた方程
式の x2 の係数が 1 であるこ
とから，a = 1である．

【余談】2次方程式 ax2+bx+c = 0の 2つの解を α, β とする．このとき，解と係数の関係 α+β = − b
a , αβ = c

a

が成り立つ．解と係数の関係を用いると，(1)は，3 + (−2) = −a, 3 · (−2) = bとなり，a = −1, b = −6と
簡単に a, bの値を求められる．

問題 I3.3.4 ⋆⋆ 解答 p.308

(1) 2 次方程式 x2 + ax+ b = 0 の 2 つの解が 4 と −5 であるとき，定数 a，b の値を求めよ．
(2) 2 次方程式 x2 + ax− 8 = 0 の解の 1 つが x = a のとき，定数 a の値を求めよ．また，そのときの他の
解を求めよ．
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例題 I3.3.5 ⋆実数解の個数と判別式

次の 2 次方程式の実数解の個数を調べよ．
(1) 5x2 − x+ 2 = 0 (2) x2 + 2x− 2 = 0

(3) 3x2 − 4 = 0 (4) 9x2 − 30x+ 25 = 0
 

 

解説動画

考え方 2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式を D = b2 − 4ac とすると，

b2 − 4ac > 0 (D > 0) ⇐⇒ 異なる 2 つの実数解をもつ．
b2 − 4ac = 0 (D = 0) ⇐⇒ 1 つの実数解 (重解)をもつ．
b2 − 4ac < 0 (D < 0) ⇐⇒ 実数解をもたない．

とくに，b = 2b′ であるとき，すなわち，ax2 + 2b′x+ c = 0のとき，D
4 = b′2 − acを用いると計算が楽になる（別解）．

解答
(1) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (−1)2 − 4 · 5 · 2 = −39

D < 0であるから，実数解の個数は，0 個

(2) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = 22 − 4 · 1 · (−2) = 12

D > 0であるから，実数解の個数は，2 個
【別解】与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，D

4 = 12 − 1 · (−2) = 3

D > 0であるから，実数解の個数は，2 個

(3) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = 02 − 4 · 3 · (−4) = 48

D > 0であるから，実数解の個数は，2 個

(4) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (−30)2 − 4 · 9 · 25 = 900− 900 = 0

D = 0であるから，実数解の個数は，1 個
【別解】与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，D

4 = (−15)2 − 9 · 25 = 0

D = 0であるから，実数解の個数は，1 個

◀ ax2 + bx+ c = 0において，
判別式をD とすると，

D = b2 − 4ac

◀ ax2 + bx+ c = 0において
b = 2b′（xの係数が 2の倍数）
のとき，D

4 = b′2 − acを用い
てもよい．

◀ D
4 = b′2 − ac

◀ 3x2 + 0 · x− 4 = 0

◀ 9x2 − 30x+ 25

=(3x− 5)2

◀ 重解である．

One Point
2次方程式の実数解の個数は，判別式 D の符号を考える．

問題 I3.3.5 ⋆ 解答 p.309

次の 2 次方程式の実数解の個数を調べよ．
(1) x2 − 4x+ 1 = 0 (2) 4x2 + 2x+ 3 = 0

(3) 2x2 − 6 = 0 (4) 16x2 − 8x+ 1 = 0
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例題 I3.3.6 ⋆⋆2次方程式が実数解をもつ条件 1

次の問いに答えよ．ただし，k を定数とする．
(1) xについての 2 次方程式 x2 − (k− 3)x− 3k+ 1 = 0 が重解をもつような k の値を定
めよ．また，そのときの解を求めよ．
(2) xについての 2次方程式 x2 + 2kx+ k2 − 3k + 6 = 0の実数解の個数を調べよ．

 

 

解説動画

考え方 (1) 2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 が重解をもつとき，その重解は，x = − b
2a であることを用いる．

解答
(1) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = {−(k − 3)}2 − 4 · 1 · (−3k + 1) = k2 + 6k + 5 = (k + 5)(k + 1)

2次方程式が重解をもつから，D = 0

したがって，k = −5, −1

また，重解は，x = −−(k−3)
2·1 = k−3

2

よって，
k = −5 のとき， 解は，x = −4

k = −1 のとき， 解は，x = −2

(2) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (2k)2 − 4 · 1 · (k2 − 3k + 6) = 12k − 24

よって，実数解の個数は，k の値によって次のようになる．

D > 0 ，すなわち， k > 2 のとき， 2 個
D = 0 ，すなわち， k = 2 のとき， 1 個
D < 0 ，すなわち， k < 2 のとき， 0 個

◀ D = b2 − 4ac を考え
る．x の係数は −(k − 3)，
定数項は −3k + 1 より，
b = −(k − 3), c = −3k + 1

◀ 2次方程式 ax2+bx+c = 0

の重解は，x = − b
2a である．

なお，重解は x2 − (k− 3)x−
3k + 1 = 0に，k = −5, −1

をそれぞれ代入することでも
求めることができる．

◀ ax2 + bx + c = 0 にお
ける b = 2b′（x の係数が 2
の倍数）のときであるので，
D
4 = b′2−acを用いてもよい．

2次方程式の解の個数
2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式を D = b2 − 4ac とすると，

D > 0 ⇐⇒ 異なる 2 つの実数解をもつ．
D = 0 ⇐⇒ 1 つの実数解 (重解)をもつ．
D < 0 ⇐⇒ 実数解をもたない．

問題 I3.3.6 ⋆⋆ 解答 p.310

次の問いに答えよ．ただし，k を定数とする．
(1) xについての 2 次方程式 x2 +2kx+3k+10 = 0 が重解をもつような k の値を定めよ．また，そのとき
の解を求めよ．
(2) xについての 2次方程式 x2 − 2kx+ k2 + 4k − 8 = 0の実数解の個数を調べよ．
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例題 I3.3.7 ⋆⋆2次方程式が実数解をもつ条件 2

x についての 2 つの 2 次方程式 3x2 + 4x+ k − 3 = 0, x2 − (2k + 3)x+ k2 − 2 = 0 が
ともに実数解をもつような定数 k の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 「2次方程式が実数解をもつ」とは，2つの条件を合わせた，®
異なる 2つの実数解をもつ． ⇐⇒ D > 0

1つの実数解（重解）をもつ． ⇐⇒ D = 0

である．したがって，2次方程式が実数解をもつ条件は， D ≧ 0 と表される．

解答
2 次方程式 3x2 + 4x+ (k − 3) = 0 の判別式を D1 とすると，

D1 = 42 − 4 · 3 · (k − 3) = 16− 12k + 36 = 52− 12k

2次方程式が実数解をもつから，D1 ≧ 0

したがって，52− 12k ≧ 0

ゆえに，
k ≦ 13

3
· · · (i)

2 次方程式 x2 − (2k + 3)x+
(
k2 − 2

)
= 0 の判別式を D2 とすると，

D2 = {−(2k + 3)}2 − 4 · 1 ·
(
k2 − 2

)
= 4k2 + 12k + 9− 4k2 + 8 = 12k + 17

2次方程式が実数解をもつから，D2 ≧ 0

したがって，12k + 17 ≧ 0

ゆえに，
k ≧ −17

12
· · · (ii)

よって，(i) と (ii) の共通範囲を求めると，

−
17

12
≦≦≦ k ≦≦≦

13

3 − 17
12

13
3

k

(ii)
(i)

◀ 2つの判別式を考えるので，
D1, D2 とする．

◀ 実数解をもつ条件は，D >

0, D = 0を合わせた，D ≧ 0

である．

One Point
2次方程式が実数解をもつ条件は，D ≧≧≧ 0

問題 I3.3.7 ⋆⋆ 解答 p.310 ▶ 節末 I3.3.1

x についての 2 つの 2 次方程式 x2 − 2x− k + 2 = 0, x2 + (2k − 1)x+ k2 + 2 = 0 がともに実数解をもた
ないような定数 k の値の範囲を求めよ．
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例題 I3.3.8 ⋆⋆⋆2次方程式の共通解

x についての 2 つの 2 次方程式 x2 + (k − 6)x− 4 = 0, x2 − 2x− k = 0 がただ 1 つの
共通な実数解をもつとき，定数 k の値と，そのときの共通解を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 ただ 1つの共通解をもつので，それを αとおくと 扱いやすい．それぞれの方程式に代入すると，α, k について
の連立方程式と見ることができる．
【注意】「αとおく必要はないのではないか」という考え方もある．xのまま考えても構わないが，共通解の xであるか，共
通解ではない x（方程式に含まれる未知数の x）であるかが混乱しやすい．そこで，共通解を αとおくことを推奨する．

解答

共通解を α として ，2 つの 2 次方程式に x = α を代入すると，®
α2 + (k − 6)α− 4 = 0 · · · (i)
α2 − 2α− k = 0 · · · (ii)

(i)−(ii)より，(k − 4)α+ k − 4 = 0

したがって，(k − 4)(α+ 1) = 0

ゆえに，k = 4 または α = −1

(ア) k = 4 のとき
もとの 2 つの 2 次方程式は，ともに x2 − 2x− 4 = 0

よって，これを解くと，x = 1±
√
5

これは，共通解がただ 1 つであることに反する．
(イ) α = −1 のとき
(i)に代入すると，(−1)2 + (k − 6) · (−1)− 4 = 0

したがって，k = 3

このとき，もとの 2 つの 2 次方程式は，x2 − 3x− 4 = 0と x2 − 2x− 3 = 0 とな
り，解はそれぞれ，x = −1, 4と x = −1, 3

したがって，2つの方程式はただ 1つの共通解 x = −1をもつ．
よって，（ア），（イ）より，k = 3 ，共通解は， x = −1

◀ 連立 1次方程式のときのよ
うに，辺々を引くことで α, k

についての連立方程式を解く．
なお，(ii)より k = α2 − 2α

を導いて，(i)に代入してもよ
いが，3次方程式となり数学 I
の範囲では解くことができな
い．
◀ 共通な解が 2つとなる．

◀ (i)か (ii)に代入する．

◀ 解が 2つとも一致していな
い（ただ 1つの共通解である）
ことを確認する．

【余談】解答では，2 つの方程式 f(x) = 0, g(x) = 0 の共通解を α とし，
{

f(α) = 0 · · · (i)
g(α) = 0 · · · (ii)

が成り立ち，

(i)−(ii)より，f(α)− g(α) = 0を利用して，αの値を求めている．
このことから類推して，「2つの方程式があり，それらの辺々を引き合わせてできた 1次方程式の解が，2つの

方程式の共通解なのではないか」と考える人もいるかもしれないが，これは成り立たないことがわかる．例えば，

2つの方程式 x2−2x−8 = 0, x2−3x−18 = 0について，共通解を αとおくと，
{

α2 − 2α− 8 = 0 · · · (i)
α2 − 3α− 18 = 0 · · · (ii)

が成り立ち，(i)−(ii)より，α+ 10 = 0

よって，α = −10が成り立つが，(i)，(ii)を解くと，解はそれぞれ x = −2, 4と x = −3, 6となり，実際
には共通解をもたないことがわかる．

問題 I3.3.8 ⋆⋆⋆ 解答 p.311

x についての 2 つの 2 次方程式 x2 + (k+3)x+8 = 0, x2 +5x+4k = 0 が共通な実数解をもつとき，定
数 k の値と，そのときの共通解を求めよ．
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例題 I3.3.9 ⋆放物線と x軸の共有点の座標

次の放物線は x軸と共有点をもつか．もつときは，その座標を求めよ．
(1) y = −x2 + 6x− 9 (2) y = x2 + 2x− 8 (3) y = 4x2 − 5x+ 5

 

 

解説動画

考え方 y = ax2 + bx + c のグラフの x 軸の共有点の x 座標は，2 次関数を y = 0 とおいたときの 2 次方程式
ax2 + bx+ c = 0の実数解である．

解答
(1) −x2 + 6x− 9 = 0 とすると，x2 − 6x+ 9 = 0

したがって，(x− 3)2 = 0

ゆえに，x = 3

よって，x軸と共有点を 1個もち，その座標は，(3, 0)

(2) x2 + 2x− 8 = 0 とすると，(x− 2)(x+ 4) = 0

したがって，x = 2, −4

よって，x 軸と共有点を 2 個もち，その座標は，(2, 0), (−4, 0)

(3) 4x2 − 5x+ 5 = 0とする．この 2次方程式の判別式を D とすると，

D = (−5)2 − 4 · 4 · 5 = −55

よって，D < 0 であるから，グラフと x 軸は共有点をもたない．
【別解】

y = 4x2 − 5x+ 5 = 4

®(
x− 5

8

)2

−
(
5

8

)2
´
+ 5 = 4

(
x− 5

8

)2

+
55

16

2次関数のグラフは，下に凸の放物線で，頂点の y 座標は 55
16 である．

よって，グラフと x軸は共有点をもたない．

◀ 判別式を D とすると，

D = (−6)2 − 4 · 1 · 9 = 0

よって，D = 0より，共有点
は 1個（重解）である．また，
(3, 0)は接点となる．
◀ 判別式を D とすると，

D = 22 − 4 · 1 · (−8) = 36

よって，D > 0より，共有点
は 2個である（D

4 を用いても
よい）．

◀

x

y

O

5

5
8

55
16

放物線と x 軸の共有点の個数
2次関数を y = 0 とおいた 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式を D = b2 − 4ac とすると，

D > 0 ⇐⇒ x 軸との共有点は 2個（軸と異なる 2点で交わる）
D = 0 ⇐⇒ x 軸との共有点は 1個（軸に接する）
D < 0 ⇐⇒ x 軸との共有点は 0個（軸と共有点をもたない）

問題 I3.3.9 ⋆ 解答 p.312

次の放物線は x軸と共有点をもつか．もつときは，その座標を求めよ．
(1) y = x2 − 3x− 10 (2) y = −x2 + 4x− 4 (3) y = 3x2 − 2x+ 6
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例題 I3.3.10 ⋆⋆2次関数のグラフと x軸の位置関係

(1) 2 次関数 y = x2 + 2kx− 3k+ 4 のグラフが，x 軸と接するような定数 k の値を求め，
その接点の座標を求めよ．
(2) 2 次関数 y = x2 + 2kx+ k2 + 4k + 5 のグラフが，x 軸と共有点をもつような定数 k

の値の範囲を求めよ．
 

 

解説動画

考え方

(1) 2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式を D とすると，D = b2 − 4ac（解答では
D
4 = 0を用いている）であり，2 次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフにおいて，

グラフが x 軸に接する ⇐⇒ D = b2 − 4ac = 0

また，接点の x 座標は，グラフの頂点の x 座標 x = − b
2a を用いて求められる．

軸

x

頂点 x = − b
2a

(2) 「x 軸と共有点をもつ」とは D > 0 と D = 0 を合わせたものである．したがって，x 軸と共有点をもつ条件は，
D ≧ 0 と表される（解答では D

4 ≧ 0を用いている）．

解答
(1) x2 + 2kx− 3k + 4 = 0とする．この 2次方程式の判別式を D とすると，

D

4
= k2 − 1 · (−3k + 4) = k2 + 3k − 4 = (k − 1)(k + 4)

グラフが x 軸と接するから，D = 0

したがって，(k + 4)(k − 1) = 0

ゆえに，k = −4, 1

グラフの頂点の x座標は，x = − 2k
2·1 = −k であるから，

k = −4 のとき，x = 4であり，k = 1のとき，x = −1である．

よって，接点の座標は，

k = −4 のとき， 接点(4, 0)

k = 1 のとき， 接点(−1, 0)

(2) 共有点の x 座標は，x2 + 2kx+ k2 + 4k + 5 = 0 の実数解である．この 2次方
程式の判別式を D とすると，

D

4
= k2 −

(
k2 + 4k + 5

)
= −4k − 5

グラフが x 軸と共有点をもつから，D ≧ 0

したがって，−4k − 5 ≧ 0

よって，k ≦≦≦ −5
4

◀ x 軸は直線 y = 0 である
ことから，y = 0 とおいた，
x2 + 2kx − 3k + 4 = 0とす
る．

◀ 頂点の座標は x = − b
2a を

用いて求められる．なお，kの
値を x2 + 2kx − 3k + 4 = 0

に代入して，方程式を解くこ
とで xの値を求めてもよい（k

を次のように場合分けする）．
k = −4のとき

x2 + 2kx− 3k + 4

=x2 − 8x+ 16

=(x− 4)2

k = 1のとき
x2 + 2kx− 3k + 4

=x2 + 2x+ 1

=(x+ 1)2

問題 I3.3.10 ⋆⋆ 解答 p.313

(1) 2 次関数 y = x2 − 2kx+ 4k − 3 のグラフが，x 軸と接するような定数 k の値を求め，その接点の座標
を求めよ．
(2) 2 次関数 y = x2 + 2kx+ k2 + 3k + 9 のグラフが，x 軸と共有点をもつような定数 k の値の範囲を求め
よ．
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例題 I3.3.11 ⋆⋆x軸から切り取る線分の長さ

(1) 2 次関数 y = −3x2 − 5x+ 5 のグラフが x 軸から切り取る線分の長さを求めよ．
(2) 放物線 y = x2 + 2x+ 2k が x 軸から切り取る線分の長さが 4 であるとき，定数 k の
値を求めよ．  

 

解説動画

考え方 「x軸から切り取る線分の長さ」とは，放物線 y = ax2 + bx+ cが x 軸と異
なる 2 点 A, B で交わるときの線分 ABの長さのことである．2点 A，Bの x座標
をそれぞれ α, β とすると，AB = β − αである． xα β

A B

β − α

解答
(1) −3x2 − 5x+ 5 = 0 とすると，3x2 + 5x− 5 = 0

したがって，x =
−5±

√
52−4·3·(−5)

2·3 = −5±
√
25+60
6 = −5±

√
85

6

よって，放物線が x 軸から切り取る線分の長さは，

−5 +
√
85

6
− −5−

√
85

6
=

√
85

3

(2) x2 + 2x+ 2k = 0 · · · (i)とする．この 2次方程式の判別式を D とすると，

D

4
= 12 − 1 · 2k = 1− 2k

グラフが x軸と異なる 2点で交わるから，D > 0

したがって，1− 2k > 0より，k < 1
2 · · · (ii)

このとき，2次方程式 (i)を解くと，x = −1±
√
1− 2k

切り取る線分の長さが 4であるから，

(−1 +
√
1− 2k)− (−1−

√
1− 2k) = 4

ゆえに，√
1− 2k = 2

したがって，1− 2k = 4

これより，k = −3
2

これは，(ii)を満たす．
よって，k = −3

2

◀ 扱いやすさのために，x2 の
係数を正にする．

◀

◀ x軸と異なる 2点で交わら
なければ，線分ができない．

◀
√
1− 2k > 0 より，

−1 +
√
1− 2k の方が

−1 −
√
1− 2k より大き

い．

x

−5−
√

85
6

−5+
√

85
6

【余談】放物線 y = ax2 + bx + cが x 軸と異なる 2 点 A, B で交わるとき，
2 次方程式 ax2 + bx+ c = 0 の判別式を D とすると，D > 0 であり，線分
AB の長さは，

AB =

√
b2 − 4ac

|a|
=

√
D

|a|

で表されることが知られている．

x

A B

√
D

|a|

問題 I3.3.11 ⋆⋆ 解答 p.314

(1) 2 次関数 y = −2x2 + 3x+ 4 のグラフが x 軸から切り取る線分の長さを求めよ．
(2) 放物線 y = −x2 + 4x+ 2k が x 軸から切り取る線分の長さが 6 であるとき，定数 k の値を求めよ．
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例題 I3.3.12 ⋆⋆2次関数のグラフと係数の符号

2 次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフが右の図のようなとき，
次の値の符号を調べよ．
(1) a (2) b (3) c

(4) b2 − 4ac (5) a+ b+ c

x

y

O
1

 

 

解説動画

考え方
(1) a の符号 · · · 上に凸（a < 0）か，下に凸（a > 0）かを調べる．
(2) b の符号 · · · 軸は直線 x = − b

2a であり，その位置を調べる．このとき，aの符号
に注意すること．
(3) c の符号 · · · グラフと y 軸の共有点を調べる．x = 0のとき，y = cとなる．
(4) b2 − 4acの符号 · · · 判別式 D = b2 − 4acより，グラフと x軸の共有点の個数を
調べる．なお，頂点

(
− b

2a , −
b2−4ac

4a

)
から符号を調べてもよい．

(5) a+ b+ cの符号 · · · x = 1のときの yの値を調べる．x = 1のとき，y = a+ b+ c

となる．

x

y

O

c

1

a+ b+ c

− b
2a

− b2−4ac
4a

解答
(1) グラフは下に凸であるから，a > 0

(2) 軸は直線 x = − b
2a

軸が y 軸より右側にあるから，− b
2a > 0

よって，(1)より，a > 0であるから，b < 0

(3) y 軸との共有点は点 (0, c)

よって，グラフは y 軸と y > 0の部分で交わっているから，c > 0

(4) 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の判別式を D とすると，D = b2 − 4ac

x 軸と異なる 2点で交わっているから，D > 0

よって，b2 − 4ac > 0

(5) x = 1 のとき，y = a · 12 + b · 1 + c = a+ b+ c

よって，グラフより，x = 1のとき，y < 0であるから，a+ b+ c < 0

◀ y = ax2 + bx + c =

a
(
x+ b

2a

)2 − b2−4ac
4a

◀ − b
2a > 0 から， b

a < 0 よ
り，aと bは異符号である．
◀ y 軸との共有点は，y =

ax2 + bx+ cに x = 0を代入
すると，

y = a · 02 + b · 0 + c = c

よって，点 (0, c)である．
◀ D = b2 − 4ac

問題 I3.3.12 ⋆⋆ 解答 p.315

2 次関数 y = ax2 + bx+ c のグラフが右の図のようなとき，次の値の符号を調べよ．ただし，a < 0 とする．
(1) a (2) b (3) c

(4) b2 − 4ac (5) a+ b+ c
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例題 I3.3.13 ⋆⋆2次の連立方程式

次の連立方程式を解け．

(1)
{

4x− y = 5

x2 − 4x− y = −2
(2)

{
x2 − 4xy + 3y2 = 0

x2 + y2 + 2x− 2y = 6
 

 

解説動画

考え方 (1)は，1次式を利用して 文字の消去 を考える．(2)は，x2 − 4xy + 3y2 が因数分解できることに注目する．

解答

(1)
{

4x− y = 5 · · · (i)
x2 − 4x− y = −2 · · · (ii)

(i) より，y = 4x− 5

これを (ii) に代入すると，x2 − 4x− (4x− 5) = −2

整理すると，x2 − 8x+ 7 = 0

したがって，(x− 1)(x− 7) = 0

ゆえに，x = 1, 7

y = 4x− 5に代入すると，x = 1 のとき，y = 4 · 1− 5 = −1

x = 7 のとき，y = 4 · 7− 5 = 23

よって，(x, y) = (1, −1), (7, 23)

(2)
{

x2 − 4xy + 3y2 = 0 · · · (i)
x2 + y2 + 2x− 2y = 6 · · · (ii)

(i) より，(x− y)(x− 3y) = 0

したがって，x = y または x = 3y

（ア）x = y · · · (iii) のとき，(iii) を (ii) に代入して整理すると，2y2 = 6

したがって，y = ±
√
3

ゆえに，(iii)より，y =
√
3のとき，x =

√
3，y = −

√
3のとき，x = −

√
3

（イ）x = 3y · · · (iv) のとき，(iv) を (ii) に代入して整理すると，10y2+
4y − 6 = 0

したがって，(5y − 3)(y + 1) = 0 となり，y = 3
5 , −1

ゆえに，(iv) より，y = 3
5 のとき，x = 9

5，y = −1 のとき，x = −3

よって，（ア），（イ）より，求める解は，

(x, y) = (
√
3,

√
3), (−

√
3, −

√
3),

(
9

5
,
3

5

)
, (−3, −1)

◀ y の係数が −1であるので，
y の方が文字を消去しやすい．

◀ なお，(1, −1), (7, 23)は，
与えられた連立方程式 (i)，(ii)
を整理した y = 4x − 5（直
線），y = x2 − 4x+ 2（放物
線）の交点を表している．

◀ なお，y = x, y = x
3 とし

て場合分けをしても同じ結果
が得られる．

x

y

O

2

(1, −1)

(7, 23)

(ii)

(i)

問題 I3.3.13 ⋆⋆ 解答 p.316

次の連立方程式を解け．

(1)
{

3x− y = 4

x2 − 3x− y = −1
(2)

{
x2 − 3xy + 2y2 + 3y − 9 = 0

x2 − y2 + x+ y = 0
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例題 I3.3.14 ⋆放物線と直線の共有点の座標 1

次の放物線と直線は共有点をもつか．もつときは，その座標を求めよ．
(1) y = x2 + 2x, y = −2x− 3 (2) y = −x2 + 4, y = 4x+ 8

(3) y = 3x2 − 4x+ 2, y = x− 1
 

 

解説動画

考え方 放物線 y = ax2 + bx+ c と直線 y = mx+ n の共有点の座標は，連立方程式®
y = ax2 + bx+ c

y = mx+ n

を解いて，その解 (x, y)を導くことで求められる．とくに，y を消去して得られる 2 次方程式が重解をもつとき，放物線
と直線は接する．また，y を消去して得られる 2次方程式が実数解をもたないとき，放物線と直線は共有点をもたない．

解答

(1)
{

y = x2 + 2x · · · (i)
y = −2x− 3 · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，x2 + 2x = −2x− 3

整理すると，x2 + 4x+ 3 = 0

したがって，(x+ 1)(x+ 3) = 0

ゆえに，x = −1, −3

(ii)より，x = −1 のとき，y = −1，x = −3 のとき，y = 3

よって，共有点を 2個もち，その座標は， (−1, −1), (−3, 3)

(2)
{

y = −x2 + 4 · · · (i)
y = 4x+ 8 · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，−x2 + 4 = 4x+ 8

整理すると，x2 + 4x+ 4 = 0

したがって，(x+ 2)2 = 0

ゆえに，x = −2

(ii) より，x = −2のとき，y = 0

よって，共有点を 1個もち，その座標は， (−2, 0)

(3)
{

y = 3x2 − 4x+ 2 · · · (i)
y = x− 1 · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，3x2 − 4x+ 2 = x− 1

整理すると，3x2 − 5x+ 3 = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，

D = (−5)2 − 4 · 3 · 3 = −11

したがって，D < 0 であるから，この 2 次方程式は実数解をもたない．
よって，放物線 (i) と直線 (ii) は共有点をもたない．

◀

◀

◀

x

y

O

−3

(i)

(ii)

(−1, −1)

(−3, 3)

x

y

O

8

4

(−2, 0)

(i)

(ii)

x

y

−1

2

O

(i)

(ii)

問題 I3.3.14 ⋆ 解答 p.317

次の 2つの関数のグラフは共有点をもつか．もつときは，その座標を求めよ．
(1) y = x2 − 4x+ 2, y = −x (2) y = −x2 + 3x+ 2, y = 4x+ 7

(3) y = x2 − 6x+ 10, y = −x2 + 2x+ 2
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例題 I3.3.15 ⋆⋆放物線と直線の共有点の座標 2

次の放物線と直線の共有点の個数を調べよ．ただし，k を定数とする．
(1) 放物線 y = 3x2 + 6x+ 4，直線 y = −3x+ k

(2) 放物線 y = x2 − 2kx+ k2 + 5，直線 y = 2x+ 2  

 

解説動画

考え方 y を消去して導いた 2次方程式の判別式を考えることで，共有点の個数を調べる．

解答

(1)
{

y = 3x2 + 6x+ 4 · · · (i)
y = −3x+ k · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，3x2 + 6x+ 4 = −3x+ k

整理すると，3x2 + 9x+ 4− k = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，

D = 92 − 4 · 3 · (4− k) = 81− 12(4− k) = 12k + 33

よって，共有点の個数は，k の値によって次のようになる．

12k+ 33 > 0 のとき，すなわち，k > −
11

4
のとき， 2個

12k+ 33 = 0 のとき，すなわち，k = −
11

4
のとき， 1個

12k+ 33 < 0 のとき，すなわち，k < −
11

4
のとき， 0個

(2)
{

y = x2 − 2kx+ k2 + 5 · · · (i)
y = 2x+ 2 · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，x2 − 2kx+ k2 + 5 = 2x+ 2

整理すると，x2 − 2(k + 1)x+ (k2 + 3) = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，

D

4
= {−(k + 1)}2 − 1 · (k2 + 3) = 2k − 2

よって，共有点の個数は，k の値によって次のようになる．

2k− 2 > 0 のとき，すなわち，k > 1 のとき， 2個
2k− 2 = 0 のとき，すなわち，k = 1 のとき， 1個
2k− 2 < 0 のとき，すなわち，k < 1 のとき， 0個

◀ k の値によって，直線 (ii)
が変化する．

◀ 放物線と直線が接する
D = 0のときであり，共有点
を 1個もつ（重解）．

◀ k の値によって，放物線 (i)
が変化する．

◀ 放物線と直線が接する．

x

y

O
4

(ii) (i)

D < 0

D = 0

D > 0

x

y

O
2

(i)

D > 0

D = 0

D > 0

(ii)

問題 I3.3.15 ⋆⋆ 解答 p.318 ▶ 章末 I3.2

次の放物線と直線の共有点の個数を調べよ．ただし，k を定数とする．
(1) 放物線 y = 2x2 + 4x− 3，直線 y = −2x+ k

(2) 放物線 y = −x2 + 3x+ k + 1，直線 y = −x+ 2
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例題 I3.3.16 ⋆2次不等式 1

次の 2 次不等式を解け．
(1) x2 − 6x+ 5 > 0 (2) −2x2 + 5x+ 3 ≧ 0 (3) x2 − 5x+ 2 < 0

 

 

解説動画

考え方 2次関数のグラフをかいて，グラフが x軸より上側にある xの範囲や，下側
にある x の範囲を求める．すると，x 軸の共有点から，不等式の解がわかる．なお，
不等式を扱いやすくするために，x2 の係数は正にするとよい．

x++

−

x < α, β < x

α < x < β

α β

解答

(1) 左辺を因数分解すると，

(x− 1)(x− 5) > 0

よって，不等式の解は，x < 1 または 5 < x

◀ y = x2 − 6x+ 5は x軸と
x = 1, 5で共有点をもつこと
がわかる．

x++

1 5

(2) 両辺に −1 を掛けて，

2x2 − 5x− 3 ≦ 0

左辺を因数分解すると，

(2x+ 1)(x− 3) ≦ 0

よって，不等式の解は，−1
2
≦≦≦ x ≦≦≦ 3

【別解】左辺を因数分解すると，

−(2x+ 1)(x− 3) ≧ 0

よって，−1
2
≦≦≦ x ≦≦≦ 3

◀ 両辺に −1を掛けると，不
等式が扱いやすい形に変形で
きる．なお，不等号の向きが
変わることに注意すること．

◀ −2x2 + 5x+ 3 ≧ 0のグラ
フをかいて求めてもよい．

x

−− 1
2

3

x+− 1
2 3

(3) x2 − 5x+ 2 = 0を解くと，x = 5±
√
17

2

よって，不等式の解は，

5 −
√
17

2
< x <

5 +
√
17

2

◀ 解の公式を用いる．

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
x

−5−
√

17
2

5+
√

17
2

【余談】A, Bについて，AB > 0 ⇐⇒

{
A > 0

B > 0
または

{
A < 0

B < 0

が成り立つ（A, Bは実数）．(1)において，x−1と x−5の符号をまと
めると右の表のようになり，x < 1または 5 < xで (x−1)(x−5)> 0

となることがわかる．

x · · · 1 · · · 5 · · ·
x− 1 − 0 + + +

x− 5 − − − 0 +

(x− 1)(x− 5) + 0 − 0 +

問題 I3.3.16 ⋆ 解答 p.319

次の 2 次不等式を解け．
(1) x2 − 8x+ 12 > 0 (2) x2 − 3x+ 1 > 0 (3) −3x2 + 5x+ 2 ≧ 0
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例題 I3.3.17 ⋆2次不等式 2

次の 2次不等式を解け．
(1) x2 − 8x+ 16 ≦ 0 (2) −3x2 + 6x− 3 < 0

(3) x2 − 2x+ 3 > 0 (4) −x2 + 2x− 4 > 0
 

 

解説動画

考え方 2次関数のグラフをかいて，不等式の解を求める．グラフと x軸の共
有点があるか否かを判断するには，2次不等式の不等号を等号におき換えた，2
次方程式 ax2 + bx+ c = 0の判別式 D の符号を考えればよい．

D = 0のとき

x
α

D < 0のとき

x

解答

(1) 左辺を因数分解すると，

(x− 4)2 ≦ 0

よって，不等式の解は，x = 4 ◀ 2次関数 y = x2 − 8x+ 16

は，x = 4のとき，y = 0であ
り，それ以外のときは y > 0

となるから，y ≦ 0 となる x

の値は x = 4のみである．

x

4

(2) −3x2 + 6x− 3 < 0 より，3x2 − 6x+ 3 > 0

因数分解すると，3(x− 1)2 > 0

よって，不等式の解は，1 以外のすべての実数 ◀ 2次関数 y = 3x2 − 6x+ 3

は，x = 1のとき，y = 0とな
るから，x = 1を除く．なお，
y = −3x2 + 6x− 3を考えて
もよい．

x++

1

(3) 2 次方程式 x2 − 2x+ 3 = 0 の判別式を D とすると，

D

4
= (−1)2 − 1 · 3 = −2

よって，D < 0であるから，不等式の解は，すべての実数 ◀ D < 0 より，グラフは x

軸と共有点をもたない．なお，
グラフは常に y > 0が成り立
っており，不等号の向きを混
合しないように注意すること．

x+

(4) −x2 + 2x− 4 > 0 より，x2 − 2x+ 4 < 0

2 次方程式 x2 − 2x+ 4 = 0 の判別式を D とすると，

D

4
= (−1)2 − 1 · 4 = −3

よって，D < 0であるから，不等式の 解はない ◀ グラフが x軸より下側とな
る部分がない．

x

問題 I3.3.17 ⋆ 解答 p.320

次の 2次不等式を解け．
(1) −2x2 + 4x− 2 < 0 (2) x2 + 4x+ 5 > 0

(3) x2 − 6x+ 9 ≦ 0 (4) −x2 + 4x− 4 > 0
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例題 I3.3.18 ⋆⋆連立 2次不等式

次の連立不等式を解け．

(1)
{

x2 + 3x− 10 < 0

3x2 + 4x+ 1 > 0
(2) x2 − 2 ≦ 6x ≦ x2 − x

 

 

解説動画

考え方 それぞれの不等式を解き，それらの共通範囲を求める．共通範囲を求めるには，連立 1次不等式のときと同じよ
うに，数直線を用いて解を図示するとよい．

解答
(1) x2 + 3x− 10 < 0 より，(x+ 5)(x− 2) < 0

したがって，−5 < x < 2 · · · (i)
3x2 + 4x+ 1 > 0 より，(3x+ 1)(x+ 1) > 0

したがって，x < −1, −1
3 < x · · · (ii)

(i)，（ii）の共通範囲は，右の図のようになる．
よって，−5 < x < −1, −1

3
< x < 2

◀ たすき掛けを用いる．

2−5 −1− 1
3

x

(i) (ii)

(2) x2 − 2 ≦ 6x より，x2 − 6x− 2 ≦ 0

x2 − 6x− 2 = 0 を解くと，x = 3±
√
11

したがって，3−
√
11 ≦ x ≦ 3 +

√
11 · · · (i)

6x ≦ x2 − x より，x2 − 7x ≧ 0

因数分解すると，x(x− 7) ≧ 0

したがって，x ≦ 0, 7 ≦ x · · · (ii)
(i)，(ii)の共通範囲は，右の図のようになる．
よって，3−

√
11 ≦≦≦ x ≦≦≦ 0

◀ 32 < (
√
11)2 < 42 より，

3 <
√
11 < 4であることから，

3 −
√
11 < 0, 3 +

√
11 < 7

がわかる．
3−

√
11 3 +

√
11

0 7 x

(i) (ii)(ii)

◀ A ≦ B ≦ C は連立不等式®
A ≦ B

B ≦ C

と同じ意味である．

3

1

1

1

1

3

4

One Point
数直線上の共通範囲が連立不等式の解となる．

問題 I3.3.18 ⋆⋆ 解答 p.320 ▶ 節末 I3.3.3

次の連立不等式を解け．

(1)
{

x2 + 2x− 3 ≦ 0

2x2 + 3x+ 1 > 0
(2) 2x− 1 ≦ x2 − 1 ≦ 2x+ 3
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https://www.youtube.com/watch?v=sKCjy2isYOU
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例題 I3.3.19 ⋆⋆⋆文字係数の 2次不等式

次の 2次不等式を解け．ただし，a を定数とする．
(1) x2 − (a+ 6)x+ 6a < 0 (2) ax2 − 4ax+ 3a > 0

 

 

解説動画

考え方
(1) グラフと x軸の共有点を求め，共有点の x座標の大小関係によって場合分けをして，2次不等式を解く．
(2) aの値によって上に凸か下に凸かが変わるので，a > 0, a < 0で場合分けをする．

解答
(1) x2 − (a+ 6)x+ 6a < 0 より，(x− a)(x− 6) < 0 · · · (i)
y = x2− (a+6)x+6a とすると，このグラフと x 軸の共有点の x 座標は，x = a, 6

（ア）a > 6 のとき
不等式 (i)の解は，6 < x < a

（イ）a = 6 のとき
不等式 (i)の求める解はない
（ウ）a < 6 のとき
不等式 (i)の解は，a < x < 6

よって，(ア)～(ウ)より，求める解は，
a > 6 のとき，6 < x < a

a = 6 のとき， 解はない
a < 6 のとき，a < x < 6

（ア）

x
−6 a

（イ）

x

a = 6

（ウ）

x
−a 6

(2) ax2 − 4ax+ 3a > 0より，a (x2 − 4x+ 3
)
> 0

したがって，a(x− 1)(x− 3) > 0 · · · (i)
y = ax2 − 4ax+ 3aとすると，このグラフと x軸との共有点の x座標は，x = 1, 3

与えられた不等式は 2次不等式であるから，a ̸= 0

（ア）a > 0 のとき
不等式 (i)の解は，x < 1, 3 < x

（イ）a < 0 のとき
不等式 (i)の解は，1 < x < 3

よって，(ア)，(イ)より，求める解は，

(ア)

x++

1 3

(イ)
x+1 3

®
a > 0 のとき，x < 1, 3 < x

a < 0 のとき，1 < x < 3

◀ 2つの解の大小関係を考え
て，場合分けをする．（ア）a

が 6より大きいとき，（イ）a

が 6と等しいとき，（ウ）aが
6より小さいときの 3つの場
合がある．

◀ 問題文では「2 次不等式」
となっていることから，a ̸= 0

である．なお，a ̸= 0であるこ
とから，両辺を aで割っても
求めることができるが，a < 0

のときは不等号の向きが変わ
るので注意すること．

問題 I3.3.19 ⋆⋆⋆ 解答 p.321

次の 2次不等式を解け．ただし，a を定数とする．
(1) x2 − 4ax+ 3a2 > 0 (2) ax2 − 5ax+ 4a < 0
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https://www.youtube.com/watch?v=UoyQnL4TAG4
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例題 I3.3.20 ⋆⋆不等式の係数決定

2 次不等式 ax2 + 2x+ b ≧ 0 の解が −2 ≦ x ≦ 3 となるとき，定数 a, b の値を求めよ．
 

 

解説動画

考え方 y = ax2 +2x+ bとして，2次不等式の解を 2次関数の
グラフで考える．y = ax2 + 2x + bのグラフの上側にある部分
の解は，a > 0のときと，a < 0のときで変わるので注意するこ
と（ここでは，a > 0のときは不適である）．

a > 0のとき

x++

α β

x ≦ α, β ≦ x

a < 0のとき

x+α β

α ≦ x ≦ β

解答
y = ax2 + 2x+ b · · · (i) とする．
ax2 + 2x+ b ≧ 0 の解が −2 ≦ x ≦ 3 となるのは，(i)
のグラフが右の図のようになるときであるから，a < 0

このとき，解が −2 ≦ x ≦ 3であるから，y = ax2 +

2x+ bのグラフは x軸と x = −2, 3で交わる．

◀ a > 0 のときは，解は
x ≦ −2, 3 ≦ xの形になるの
で不適である．

x+−2 3

したがって，2 次方程式 ax2 + 2x+ b = 0 の解は，x = −2, 3 となる．
ゆえに，ax2 + 2x+ b = 0 に x = −2, 3 をそれぞれ代入すると，®

4a− 4 + b = 0

9a+ 6 + b = 0

これを解くと，a = −2, b = 12 となり，a < 0 を満たす．
よって，a = −2, b = 12

【別解】 −2 ≦ x ≦ 3 を解にもつ 2 次不等式のうち，x2 の係数が 1 のものは，
(x+ 2)(x− 3) ≦ 0 と表される．
したがって，x2 − x− 6 ≦ 0 · · · (i)
ax2 + 2x+ b ≧ 0 · · · (ii) の x の係数が 2 であるから，(i)の両辺に −2 を掛けて，

−2x2 + 2x+ 12 ≧ 0

よって，(ii) と係数を比較すると，a = −2, b = 12

◀ α < β のとき，α ≦ x ≦
β ⇐⇒ (x− α)(x− β) ≦ 0

◀ 両辺に −2 を掛けたので，
(i) の不等号の向きが変わり，
(ii) の不等号の向きと一致す
る．

x++

−2 3

問題 I3.3.20 ⋆⋆ 解答 p.322

2 次不等式 2ax2 + bx+ 1 ≦ 0 の解が x ≦ −1
2 , 3 ≦ x となるとき，定数 a, b の値を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=wfiRMkFp9jU


数学 I
3.3

3 2次関数 3.3 2次方程式と 2次不等式

例題 I3.3.21 ⋆⋆⋆2次方程式が実数解をもつ条件 3

次の問いに答えよ．ただし，k を定数とする．
(1) xについての 2 次方程式 3x2 − kx + k + 2 = 0 が実数解をもたないような k の値の
範囲を求めよ．
(2) xについての方程式 kx2 − 2(k − 3)x+ 4 = 0 の実数解の個数を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の実数解の個数は，判別式を D = b2 − 4acとすると，D > 0のとき 2個，D = 0

のとき 1個，D < 0のとき 0個であることを利用する．

解答
(1) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (−k)2 − 4 · 3 · (k + 2) = k2 − 12k − 24

2 次方程式が実数解をもたないから，D < 0

したがって，k2 − 12k − 24 < 0

k2 − 12k − 24 = 0 を解くと，k = 6± 2
√
15

よって，6− 2
√
15 < k < 6 + 2

√
15

(2) kx2 − 2(k − 3)x+ 4 = 0 · · · (i) とする．

（ア）k = 0 のとき，(i) は 6x+ 4 = 0

これを解くと，x = −2
3 であり，このとき，実数解の個数は 1個

（イ）k ̸= 0 のとき，2 次方程式 (i)の判別式を D とすると，

D

4
= (k − 3)2 − k · 4 = k2 − 10k + 9 = (k − 1)(k − 9)

D > 0のとき，(k − 1)(k − 9) > 0

これを解くと，k < 1, 9 < k

k ̸= 0 より，k < 0, 0 < k < 1, 9 < k であり，このとき，実数解の個
数は 2個
D = 0のとき，(k − 1)(k − 9) = 0

これを解くと，k = 1, 9であり，このとき，実数解の個数は 1個
D < 0のとき，(k − 1)(k − 9) < 0

これを解くと，1 < k < 9であり，このとき，実数解の個数は 0個

◀ 問題文では「方程式」とな
っていることから，x2 の係数
が 0になる k = 0のときを考
える．k = 0のときは 1次方
程式となることに注意するこ
と．

◀ k ̸= 0であることに注意す
ること．

よって，（ア），（イ）より，求める k の値の範囲は，
k < 0, 0 < k < 1, 9 < k のとき， 2 個
k = 0, 1, 9 のとき， 1個
1 < k < 9 のとき， 0個

◀ k についての 2次不等式を
解く．

問題 I3.3.21 ⋆⋆⋆ 解答 p.323

次の問いに答えよ．ただし，k を定数とする．
(1) xについての 2 次方程式 4x2 − kx+ k − 3 = 0 が実数解をもたないような k の値の範囲を求めよ．
(2) xについての方程式 (k + 3)x2 + 2(k − 1)x− 2 = 0 の実数解の個数を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=h5rBKQps-Pk
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例題 I3.3.22 ⋆⋆⋆すべての実数について成り立つ不等式

次の条件を満たすような定数 k の値の範囲を求めよ．
(1) すべての実数 x について，2次不等式 x2 + kx− k > 0 が成り立つ．
(2) 2 次不等式 kx2 + (k + 4)x+ k > 0 が解をもたない．  

 

解説動画

考え方 グラフが上に凸か下に凸かを調べ，求める条件を整理する．
a ̸= 0のとき， すべての実数 x について，

(i) ax2 + bx+ c > 0 ⇐⇒
®

x2 の係数 a > 0

判別式 D < 0

(ii) ax2 + bx+ c < 0 ⇐⇒
®

x2 の係数 a < 0

判別式 D < 0

(i)

x

(ii)

x

解答

(1) f(x) = x2 + kx− k とすると，y = f(x)のグラフは
下に凸の放物線で，右の図のようになる．
よって，求める条件は，y = f(x)のグラフが常に上側に
ある，すなわち，y = f(x)のグラフが x軸と共有点をも
たないことである． ◀ すべての実数 xについて与

えられた 2次不等式が成り立
つとき，グラフは下に凸で x

軸と共有点をもたない．よっ
て，a > 0, D < 0である．こ
こでは，x2 の係数が正である
ので，a > 0は成り立ってい
ることから，D < 0を考える．

x

y = x2 + kx− k

f(x) = 0の判別式を D とすると，

D = k2 − 4 · 1 · (−k) = k2 + 4k = k(k + 4)

グラフが x軸と共有点をもたないから，D < 0

したがって，k(k + 4) < 0

ゆえに，−4 < k < 0

よって，求める k の値の範囲は，−4 < k < 0

(2) f(x) = kx2 + (k + 4)x+ k とすると，y = f(x)のグラフは放物線である．
与えられた不等式は 2次不等式であるから，k ̸= 0

求める条件は，kx2 + (k + 4)x + k > 0 が解をもたない，
すなわち，すべての xについて kx2 + (k + 4)x + k ≦ 0

が成り立つことである．つまり，グラフは上に凸の放物線
であり，x軸と共有点をもたない，または x軸と接するこ
とから，f(x) = 0の判別式をDとすると，求める条件は
k < 0 · · · (i)かつ D ≦ 0

◀ 問題文では「2 次不等式」
となっていることから，a ̸= 0

である．

◀ k < 0を忘れないように注
意すること．

x

y = kx2 + (k + 4)x+ k

D = (k + 4)2 − 4k2 = −3k2 + 8k + 16 = −(3k + 4)(k − 4)

したがって，−(3k + 4)(k − 4) ≦ 0

ゆえに，k ≦ −4
3 , 4 ≦ k · · · (ii)

よって，(i)と (ii)の共通範囲を求めると，k ≦≦≦ −4
3

問題 I3.3.22 ⋆⋆⋆ 解答 p.324

次の条件を満たすような定数 k の値の範囲を求めよ．
(1) すべての実数 x について，2次不等式 x2 + kx− 2k > 0 が成り立つ．
(2) 2 次不等式 kx2 − 2

√
2x+ k + 1 > 0 が解をもたない．
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https://www.youtube.com/watch?v=DTD9ldCQjJU


数学 I
3.3

3 2次関数 3.3 2次方程式と 2次不等式

例題 I3.3.23 ⋆⋆⋆ある区間で常に成り立つ不等式

0 ≦ x ≦ 8 のすべての x の値に対して，不等式 x2 − 2ax+ a+ 2 > 0 が成り立つような
定数 a の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 求める条件は，0 ≦ x ≦ 8 における f(x) = x2 − 2ax+ a+ 2 の最小値が正となることである．

解答
f(x) = (x− a)2 − a2 + a+ 2 であるから，放物線 y = f(x) の軸は直線 x = a

(i) a < 0 のとき
f(x) は x = 0 で最小となり，最小値は f(0) = a+ 2

したがって，a+ 2 > 0

ゆえに，a > −2

これと a < 0より，−2 < a < 0

◀ 軸が区間より左側か，区間
内か，右側かで場合分けをす
る．全部で 3通りの場合分け
となる．

a 0 8

最小

(ii) 0 ≦ a ≦ 8 のとき
f(x)は x = aで最小となり，最小値は f(a) = −a2+a+2

したがって，−a2 + a+ 2 > 0

ゆえに，a2 − a− 2 < 0

したがって，(a+1)(a− 2) < 0 であるから，−1 < a < 2

これと 0 ≦ a ≦ 8 より，0 ≦ a < 2 ◀ 場合分けの条件である，
0 ≦ a ≦ 8を満たすか否かの
確認を忘れないように注意す
ること．

a0 8

最小

(iii) 8 < a のとき
f(x) は x = 8 で最小となり，最小値は f(8) = −15a+66

したがって，−15a+ 66 > 0 であるから，a < 22
5

これは 8 < a を満たさない．
a0 8

最小

よって，(i)～(iii)より，求める a の値の範囲は，−2 < a < 2 ◀

−2 0 2 a

(i) (ii)

f(x)の符号がある区間内で一定である条件
区間内で f(x) > 0 ⇐⇒ ( 区間内の f(x) の最小値 ) > 0

区間内で f(x) < 0 ⇐⇒ ( 区間内の f(x) の最大値 ) < 0

問題 I3.3.23 ⋆⋆⋆ 解答 p.325

−1 ≦ x ≦ 9 のすべての x の値に対して，不等式 x2 − 2ax+ a+ 6 > 0 が成り立つような定数 a の値の範
囲を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=GH5TwSZwhjQ
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例題 I3.3.24 ⋆⋆⋆2次不等式が整数解をもつ条件

x についての不等式 x2 − (a+ 1)x+ a < 0, x2 + x− 6 > 0 を満たす整数 x がちょうど
3個存在するような定数 a の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 aと 1の大小関係に注目して，aの値によって場合分けをする．数直線を利用して，整数がちょうど 3個存在する
ような aの範囲を考えるとよい．なお，aの範囲は等号を含むか否かをよく考えて注意すること．

解答
x2 + x− 6 > 0より，(x+ 3)(x− 2) > 0

したがって，x < −3, 2 < x · · · (i)
x2 − (a+ 1)x+ a < 0より，(x− 1)(x− a) < 0 · · · (ii)

(ア) a < 1のとき，(ii)より，a < x < 1

これと (i)より，不等式を満たす整数 xが
ちょうど 3 個となるのは，右の図のよう
なときである．
したがって，−7 ≦ a < −6 ◀ 等号を含むか否かに注意す

ること．

−3 2−7 1−6−5−4 a

(i)
(ii)

(i)

(イ) a = 1のとき，(ii)は解なしで不適である．

(ウ) a > 1のとき，(ii)より，1 < x < a

これと (i)より，不等式を満たす整数 xが
ちょうど 3 個となるのは，右の図のよう
なときである．
したがって，5 < a ≦ 6 ◀ 5 < a < 6としないように

注意すること．a = 6のとき，
2 < x < 6となり，解はちょ
うど 3, 4, 5の 3個となるか
ら条件を満たす．

−3 2 61 3 4 53 4 5 a

(i)
(ii)

(i)

よって，（ア）～（ウ）より，求める a の値の範囲は −7 ≦≦≦ a < −6, 5 < a ≦≦≦ 6

◀ a = 1 のとき，不等式は
(x− 1)2 < 0となり，これを
満たす実数 xは存在しない．

One Point
aの値によって場合分けをして，等号を含むか否かをよく考える．

問題 I3.3.24 ⋆⋆⋆ 解答 p.326

x についての不等式 x2 − (a+ 2)x+ 2a < 0, x2 − x− 12 > 0 を満たす整数 x がちょうど 3 個存在するよ
うな定数 a の値の範囲を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=5F9PmxnXSmI
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例題 I3.3.25 ⋆⋆⋆方程式の解の存在範囲 1

2 次方程式 x2 − 2ax+ 4a = 0 の異なる 2 つの実数解が，ともに 3 より大きくなるよう
な定数 a の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 f(x) = x2 − 2ax + 4aとし，2次方程式 f(x) = 0の判別式を D としたとき，「異なる 2つの実数解がともに 3
より大きくなる」を満たす条件を考える．ここではグラフより，(i) D > 0，(ii) 軸が x > 3の範囲にある，(iii) f(3) > 0

を満たすように，定数 aの範囲を定める．

解答
y = f(x) = x2 − 2ax+ 4aとし，2次方程式 f(x) = 0の判別式を D とする．
y = f(x) のグラフは，下に凸の放物線で，軸は直線 x = a

である．
f(x) = 0 の異なる 2 つの実数解が，ともに 3 より大きく
なるのは，y = f(x) のグラフが右の図のようになるとき
である．
したがって，求める条件は，(i) D > 0，(ii) 軸が x > 3

の範囲にある，(iii) f(3) > 0 である．

◀ 軸は x = − b
2a

◀ 判別式，軸，f(3)（端点）に
注目する．x = a

x = 3

xa(3, f(3))

(i) D
4 = (−a)2 − 1 · 4a = a2 − 4a = a(a− 4)であり，D > 0から，

a(a− 4) > 0

したがって，a < 0, 4 < a

(ii) 軸は直線 x = aであるから，a > 3

(iii) f(3) = 32 − 2a · 3 + 4a = −2a+ 9であり，f(3) > 0より，a < 9
2

よって，(i)～(iii) より，求める aの値の範囲は，

4 < a <
9

2
0 3 4 9

2

a

(i)
(ii)(iii)

(i)

◀ 判別式 D を用いる代わり
に，「頂点の y座標が 0より小
さくなる」という条件を用い
ても同じ結果が得られる．

【注意】 (i)～(iii)は，3つのうち 1つでも成り立たないと，次のように与えられた条件を満たさない例が挙げ
られる可能性があるので注意すること．
(ii)，(iii)が成り立つが，(i)が成り立たない．

軸
x = 3

x
a

(3, f(3))

x軸と共有点をもたない，または x軸と接する例
が挙げられる．

(i)，(iii)が成り立つが，(ii)が成り立たない．

軸
x = 3

xa

(3, f(3))

異なる 2つの実数解が，ともに 3より小さくなる
例が挙げられる．

(i)，(ii)が成り立つが，(iii)が成り立たない．

軸
x = 3

xa

(3, f(3))

実数解が，3より小さくなる，または 3となる例
が挙げられる．

問題 I3.3.25 ⋆⋆⋆ 解答 p.326

2 次方程式 x2 − 2ax− a+ 2 = 0 の異なる 2 つの実数解が，ともに 2 より小さくなるような定数 a の値の
範囲を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=jU8LZ4wMCaU
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例題 I3.3.26 ⋆⋆⋆方程式の解の存在範囲 2

2 次方程式 x2 − 3ax+ 2 = 0 が，0 < x < 4 の範囲に異なる 2 つの実数解をもつような
定数 a の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 f(x) = x2 − 3ax+ 2とし，グラフをかいて考える．
f(x)のグラフが右の図のようになればよいので，(i) D > 0，(ii) 軸が 0 < x < 4 の
間にある，(iii) f(0) > 0, f(4) > 0 を満たすように，定数 aの範囲を定める．

x = 3a
2

x
(0, f(0))

(4, f(4))

解答
y = f(x) = x2 − 3ax+ 2とし，2次方程式 x2 − 3ax+ 2 = 0の判別式をDとする．

y = f(x)のグラフは，下に凸の放物線で，軸は x = 3a
2

である．
f(x) = 0 が 0 < x < 4 に異なる 2 つの実数解をもつ
のは，y = f(x) のグラフが右の図のようになるときで
ある．
したがって，求める条件は，(i) D > 0，(ii) 軸が 0 <

x < 4 の間にある，(iii) f(0) > 0, f(4) > 0 である．

◀ 軸は x = − b
2a

◀ 判別式，軸，f(0), f(4)（端
点）に注目する．

x = 3a
2x = 0 x = 4

x
3a
2

(0, f(0))

(4, f(4))

(i) D = (−3a)2 − 4 · 1 · 2 = 9a2 − 8であり，D > 0であるから，

9a2 − 8 > 0

したがって，a < −2
√
2

3 , 2
√
2

3 < a

(ii) 軸は直線 x = 3a
2 であるから，0 < 3a

2 < 4より，0 < a < 8
3

(iii) f(0) = 02−3a ·0+2 = 2, f(4) = 42−3a ·4+2 = −12a+18であり，f(0) > 0

かつ f(4) > 0より，−12a+ 18 > 0

したがって，a < 3
2

よって，(i)～(iii)より，求める aの値の範囲は，

2
√
2

3
< a <

3

2
0 3

2
8
3

2
√

2
3− 2

√
2

3

a

(i)
(ii)(iii)

(i)

◀ 判別式 D を用いる代わり
に，「頂点の y座標が 0より小
さくなる」という条件を用い
ても同じ結果が得られる．
◀ (a + 2

√
2

3 )(a − 2
√
2

3 ) > 0

より，a < − 2
√

2
3 , 2

√
2

3 < a

One Point
方程式の解の存在範囲は，判別式（頂点），軸，端点に注目する．

問題 I3.3.26 ⋆⋆⋆ 解答 p.327

2 次方程式 x2 − 4ax+ 3 = 0 が，1 < x < 5 の範囲に異なる 2 つの実数解をもつような定数 a の値の範囲
を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=egmhwkM30bs
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3 2次関数 3.3 2次方程式と 2次不等式

例題 I3.3.27 ⋆⋆方程式の解の存在範囲 3

2 次方程式 x2 − ax+ 2a2 − 11 = 0 の異なる 2 つの実数解のうち，1 つは 3 より大きく，
他の 1 つは 3 より小さくなるような定数 a の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 y = f(x) = x2 − ax+ 2a2 − 11とすると，D > 0を示す必要はなく，条件は f(3) < 0 を考えるのみでよい．下
に凸の放物線は，その関数が負の値をとるとき，x軸と異なる 2点で交わることを利用する．

解答
y = f(x) = x2 − ax+ 2a2 − 11 とする．

y = f(x) のグラフは，下に凸の放物線である．
f(x) = 0 が 異なる 2つの実数解をもち，1 つは 3 より大
きく，他の 1 つは 3 より小さくなるのは， y = f(x)の
グラフが右の図のようになるときである．
したがって，求める条件は，f(3) < 0 である．

x = 3

x

(3, f(3))

3

f(3) = 32 − a · 3 + 2a2 − 11 = 2a2 − 3a− 2 = (2a+ 1)(a− 2)より，

(2a+ 1)(a− 2) < 0

よって，−1
2
< a < 2

◀ たすき掛けを用いる．
2

1

1

−2

1

−4

−3

One Point
異なる 2つの実数解のうち，1つは p より大きく，他の 1つは p より小さい場合は，

放物線が下に凸のとき，f(p) < 0

放物線が上に凸のとき，f(p) > 0

【注意】「条件は f(3) < 0のみでよいのか，判別式や軸の条件は考えなくてもよいのか」と考える人もいるかも
しれない．
例題では，f(3) < 0より，x = 3のときの y 座標は負である．このとき，右
の図のように，下に凸の放物線は x軸と異なる 2点で交わる．また，2つの
異なる交点の x座標を α, β (α < β)とすると，f(3) < 0のとき，軸の位置
に関係なく α < 3 < β となる．
よって，f(3) < 0を満たすとき，判別式や軸の条件は考えなくてもよい．

x = 3

x

f(3) < 0

βα

問題 I3.3.27 ⋆⋆ 解答 p.327

2 次方程式 x2 − ax+ 3a2 − 20 = 0 の異なる 2 つの実数解のうち，1 つは 4 より大きく，他の 1 つは 4 よ
り小さくなるような定数 a の値の範囲を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=ntep0fQCdFc
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3 2次関数 3.3 2次方程式と 2次不等式

例題 I3.3.28 ⋆⋆⋆方程式の解の存在範囲 4

2 次方程式 ax2 − (a + 2)x − a − 5 = 0 が，−1 < x < 0 の範囲に 1 つの解があり，
1 < x < 3 の範囲に他の解があるような定数 a の値の範囲を定めよ．

 

 

解説動画

考え方 y = ax2 − (a+ 2)x− a− 5とすると，求める条件を満
たすためには，y = f(x)のグラフが右の図のようになればよい．
よって，グラフの凹凸に関係なく，

f(−1) · f(0) < 0 かつ f(1) · f(3) < 0

（f(−1)と f(0)が異符号かつ f(1)と f(3)が異符号）

となるときを求めればよい．

x

y = f(x)a > 0のとき

−1 0 1 3

+

−
−

+ x

y = f(x)

a < 0のとき

−1 0 1 3

−

+ +

−

解答
f(x) = ax2 − (a+ 2)x− a− 5 とする．
与えられた方程式は 2次方程式であるから，a ̸= 0

求める条件は，y = f(x)のグラフが −1 < x < 0, 1 < x < 3 の範囲でそれぞれ x

軸と 1 点で交わることである．
すなわち，f(−1) · f(0) < 0 かつ f(1) · f(3) < 0

ここで，f(−1) = a− 3, f(0) = −a− 5, f(1) = −a− 7, f(3) = 5a− 11

f(−1) · f(0) < 0 より，(a− 3)(−a− 5) < 0

すなわち，(a+ 5)(a− 3) > 0

したがって，a < −5, 3 < a · · · (i)
f(1) · f(3) < 0 より，(−a− 7)(5a− 11) < 0

すなわち，(a+ 7)(5a− 11) > 0

したがって，a < −7, 11
5 < a · · · (ii)

よって，(i)，(ii)より，求める aの値の範囲は，

a < −7, 3 < a

これは，a ̸= 0 を満たす． −5 3−7 11
5

a

(i)

(ii)(ii)

(i)

◀ グラフの凹凸に関係な
く，f(−1) · f(0) < 0 かつ
f(1) · f(3) < 0が求める条件
である．a > 0, a < 0のとき
で場合分けをする必要はない
ので注意すること．

One Point
f(p) · f(q) < 0 のとき，p と q の間に解（交点）がある．

問題 I3.3.28 ⋆⋆⋆ 解答 p.328

2 次方程式 ax2 − (a+ 1)x− 2 = 0 が，−1 < x < 1の範囲に 1つの解があり，3 < x < 5 の範囲に他の解
があるような定数 a の値の範囲を定めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=U-6s3SYRIr4
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例題 I3.3.29 ⋆⋆⋆⋆方程式の解の存在範囲 5

2次方程式 x2 − 2(a+ 1)x+ (a+ 3) = 0が，1 < x < 3の範囲に少なくとも 1つの実数
解をもつような定数 aの値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 次の 4つの場合分けを考えて，aの値を定める．
(i) すべての解が 1 < x < 3にあるとき（x軸と共有点をもつとき），判別式，軸，f(1), f(3)（端点）の満たす条件を考
える．
(ii) 2つの解のうち一方のみが 1 < x < 3にあるとき，f(1) · f(3) < 0を考える．
(iii) 1つの解が x = 1のとき，他の解は 1 < x < 3の範囲にあるか否かを考える．
(iv) 1つの解が x = 3のとき，他の解は 1 < x < 3の範囲にあるか否かを考える．

解答
f(x) = x2 − 2(a+ 1)x+ (a+ 3)とする．
(i) すべての解が 1 < x < 3 の範囲にあるとき
y = f(x) のグラフが 1 < x < 3 の範囲で x 軸と共有点をもつことから，求める条
件は，次の（ア）～（ウ）である．

（ア）x 軸と共有点をもつから，2 次方程式 f(x) = 0 の判別式を D と
すると，D ≧ 0である．D

4 = {−(a+1)}2 − 1 · (a+3) = a2 + a− 2 =

(a+ 2)(a− 1)であり，D ≧ 0であるから，(a+ 2)(a− 1) ≧ 0

したがって，a ≦ −2, 1 ≦ a

（イ）y = f(x) の軸は直線 x = a+ 1であり，軸が 1 < x < 3 の間に
あるから，0 < a < 2

（ウ）f(1) = −a + 2, f(3) = −5a + 6 であるから，f(1) > 0 より，
a < 2，f(3) > 0より，a < 6

5

◀ 少なくとも 1つ実数解をも
つから，y = f(x) のグラフ
が x軸に接する場合，すなわ
ち，D = 0 の場合も含めて，
D ≧ 0となる．
◀ 1 < a + 1 < 3 より，
0 < a < 2

したがって，（ア）～（ウ）より，1 ≦ a < 6
5

(ii) 1つの解が 1 < x < 3，他の解が x < 1, 3 < xの範囲にあるとき
f(1) · f(3) < 0 が成り立つ．したがって，(−a + 2)(−5a + 6) < 0，すなわち，
(a− 2)(5a− 6) < 0である．ゆえに，6

5 < a < 2

(iii) 1つの解が x = 1のとき
−a+ 2 = 0より，a = 2である．このとき，2次方程式は，x2 − 6x+ 5 = 0となる．
したがって，(x− 1)(x− 5) = 0より，x = 1, 5である．ゆえに，1 < x < 3の範囲
に解はない．
(iv) 1つの解が x = 3のとき
−5a+ 6 = 0より，a = 6

5 である．このとき，2次方程式は，x2 − 22
5 x+ 21

5 = 0と
なる．したがって，(5x− 7)(x− 3) = 0より，x = 7

5 , 3

よって，(i)～(iv)より，求める aの値の範囲は，1 ≦≦≦ a < 2

◀

◀ f(1) > 0 かつ f(3) < 0

または f(1) < 0かつ f(3) >

0 ，すなわち，f(1) · f(3) < 0

（f(1)と f(3)が異符号）

−2 0 16
5

2 a

問題 I3.3.29 ⋆⋆⋆⋆ 解答 p.329

2次方程式 x2 − 2ax+ (a+ 2) = 0が，1 < x < 4の範囲に少なくとも 1つの実数解をもつような定数 aの
値の範囲を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=bhcq17HOWYg
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例題 I3.3.30 ⋆⋆⋆2次方程式が実数解をもつ条件 4

2 つの 2 次方程式 x2 − 2ax+ a+ 2 = 0, x2 + ax+ a2 + 3a = 0 について，次の条件を
満たすような定数 a の値の範囲を求めよ．
(1) 2つの方程式がともに実数解をもつ．
(2) 2つの方程式の少なくとも一方が実数解をもつ．
(3) 2つの方程式どちらか一方のみが実数解をもつ．

 

 

解説動画

考え方 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の判別式を D = b2 − 4acとすると，実数解をもつとき，D ≧ 0であることを利用
する．
(1) 「ともに実数解をもつ」は，解の共通範囲である，D1 ≧ 0かつ D2 ≧ 0を求めればよい．
(2) 「少なくとも一方」は，解を合わせた範囲である，D1 ≧ 0または D2 ≧ 0を求めればよい．
(3) 「どちらか一方」は，D1 ≧ 0, D2 ≧ 0の一方のみが成り立つことであり，(2)から (1)を除いた範囲である．

解答
2次方程式 x2 − 2ax+ a+ 2 = 0の判別式を D1 とすると，

D1

4
= (−a)2 − 1 · (a+ 2) = a2 − a− 2 = (a+ 1)(a− 2)

2次方程式 x2 + ax+ a2 + 3a = 0の判別式を D2 とすると，

D2 = a2 − 4 · 1 · (a2 + 3a) = −3a2 − 12a = −3a(a+ 4)

(1) 2つの方程式がともに実数解をもつのは，D1 ≧ 0 かつ D2 ≧ 0 のときである．
D1 ≧ 0であるから，(a+ 1)(a− 2) ≧ 0

したがって，a ≦ −1, 2 ≦ a · · · (i)

D2 ≧ 0であるから，−3a(a+ 4) ≧ 0

ゆえに，−4 ≦ a ≦ 0 · · · (ii)
よって，(i)と (ii)の共通範囲を求めると，−4 ≦≦≦ a ≦≦≦ −1 −1−4 20 a

(i)

(ii)

(i)

(2) 2つの方程式の少なくとも一方が実数解をもつのは，
D1 ≧ 0 または D2 ≧ 0 のときである．
(i)，(ii)より，a ≦≦≦ 0, 2 ≦≦≦ a

◀ (i)，(ii)のどちらも実数解
をもたないとき，すなわち，
D1 < 0 かつ D2 < 0 を用い
て，それ以外の範囲を考える
ことでも求めることができる．

−1−4 20 a

(i)

(ii)

(i)

(3) 2 つの方程式のどちらか一方のみが実数解をもつ
のは，D1 ≧ 0, D2 ≧ 0 の一方のみが成り立つことで
ある．
(i)と (ii)の一方のみが成り立つ aの値の範囲を求める
と，a < −4, −1 < a ≦≦≦ 0, 2 ≦≦≦ a

−1−4 20 a

(i)

(ii)

(i)

◀ 2つの判別式を考えるので，
D1, D2 とする．

◀ 実数解をもつ条件は，D >

0, D = 0を合わせた，D ≧ 0

である．

問題 I3.3.30 ⋆⋆⋆ 解答 p.330

2 つの 2 次方程式 x2 − 6x+ a2 = 0, x2 − 2(a− 1)x− a2 − 10a+ 1 = 0 について，次の条件を満たすよう
な定数 a の値の範囲を求めよ．
(1) 2つの方程式がともに実数解をもつ．
(2) 2つの方程式の少なくとも一方が実数解をもつ．
(3) 2つの方程式のどちらか一方のみが実数解をもつ．
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https://www.youtube.com/watch?v=hIWYQBvEvxA
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例題 I3.3.31 ⋆⋆⋆条件付きの 2変数関数の最大・最小 2

実数 x, y が x2 + y2 = 1を満たすとき，1
2x+ y2 の最大値，最小値と，そのときの x, y

の値を求めよ．
 

 

解説動画

考え方 変数が少ない方が扱いやすいため， 文字の消去 を考える．ここでは，x よりも y の方が消去しやすいので，
x2 + y2 = 1を y2 = 1− x2 と変形し，1

2x+ y2 に代入する．すると，2次関数の最大値，最小値を求める問題とすること
ができる．このとき， xの範囲に 注意すること．(実数)2 ≧ 0，すなわち， y2 ≧ 0から，xの範囲を求める ことができる．

解答
x2 + y2 = 1より，y2 = 1− x2 · · · (i)
x, y は実数であるから y2 ≧ 0 ，すなわち，1− x2 ≧ 0

したがって，x2 − 1 ≦ 0 であるから，(x+ 1)(x− 1) ≦ 0

ゆえに，−1 ≦ x ≦ 1
1
2x+ y2 に (i)を代入すると，

1

2
x+ y2 =

1

2
x+

(
1− x2

)
= −x2 + 1

2
x+ 1

= −
(
x− 1

4

)2

+
17

16

グラフは右の図のようになる．

x

1
2x+ y2

O 1
4

17
16

最大

最小

−1

− 1
2

1

1
2

したがって，x = 1
4 のとき，最大値 17

16，x = −1 のとき，最小値 −1
2

x = 1
4 のとき，y2 = 1−

(
1
4

)2
= 15

16 より，y = ±
√
15
4

x = −1 のとき，y2 = 1− (−1)2 = 0より，y = 0

よって，1
2x+ y2 は，

x =
1

4
, y = ±

√
15

4
のとき，最大値 17

16

x = −1, y = 0 のとき， 最小値 −
1

2

◀ y が実数のとき，y2 ≧ 0で
あることを用いて，x の値の
範囲を求める．

One Point
実数の条件 y2 ≧≧≧ 0 を忘れないように注意すること．

問題 I3.3.31 ⋆⋆⋆ 解答 p.331

実数 x, y が x2 + y2 = 1を満たすとき，x+ y2 の最大値，最小値と，そのときの x, y の値を求めよ．
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https://www.youtube.com/watch?v=b0cjtZUN_CM
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例題 I3.3.32 ⋆⋆⋆条件なし 2変数関数

次の関数の最小値と，そのときの x, y の値を求めよ．
(1) x, y の関数 P = x2 + 2y2 + 6x− 4y + 3 の最小値を求めよ．
(2) x, y の関数 Q = x2 − 2xy + 2y2 + 4x− 3y + 8 の最小値を求めよ．  

 

解説動画

考え方 (1)は，次のような手順を考えればよい．
(i) x, y は互いに関係なく値を取る変数であるので，先に xの 2次式と見て P を平方完成し，標準形 a(x− p)2 + q の形
にする．
(ii) y の 2次式である q をさらに平方完成し，標準形 b(y − r)2 + sの形にする．
(iii) P = a(x− p)2 + b(y− r)2 + s (a > 0, b > 0, s は定数)の形から，P は x− p = y− r = 0のとき，最小値 sをとる．
(2) は，xy の項があるが，同様の手順で Q = a{x− (by + c)}2 + d(y − r)2 + sの形に変形すればよい．

解答
(1) P = x2 + 6x+ 2y2 − 4y + 3

= (x+ 3)2 − 32 + 2y2 − 4y + 3

= (x+ 3)2 + 2(y − 1)2 − 2 · 12 − 6

= (x+ 3)2 + 2(y − 1)2 − 8

x, y は実数であるから，

(x+ 3)2 ≧ 0, (y − 1)2 ≧ 0

したがって，P は x+ 3 = 0, y − 1 = 0 のとき最小となる．
よって，x = −3, y = 1 のとき，最小値 −8

(2) Q = x2 − 2xy + 2y2 + 4x− 3y + 8

= x2 − 2(y − 2)x+ 2y2 − 3y + 8

= {x− (y − 2)}2 − (y − 2)2 + 2y2 − 3y + 8

= (x− y + 2)2 + y2 + y + 4

= (x− y + 2)2 +

(
y +

1

2

)2

−
(
1

2

)2

+ 4

= (x− y + 2)2 +

(
y +

1

2

)2

+
15

4
x, y は実数であるから，

(x− y + 2)2 ≧ 0,

(
y +

1

2

)2

≧ 0

したがって，Q は x− y + 2 = 0, y + 1
2 = 0 のとき最小となる．

x− y + 2 = 0, y + 1
2 = 0 を解くと，x = −5

2 , y = −1
2

よって，x = −5
2
, y = −1

2
のとき，最小値 15

4

◀ 平方完成する．

◀ さらに平方完成する．

◀ a が実数のとき，a2 ≧ 0

であり，等号が成り立つのは，
a = 0のときであることを用
いる．

◀ (実数)2 ≧ 0

◀ x, y についての連立方程式
を解く．

問題 I3.3.32 ⋆⋆⋆ 解答 p.332

次の関数の最小値と，そのときの x, y の値を求めよ．
(1) x, y の関数 P = x2 + 3y2 − 4x+ 2y + 5 の最小値を求めよ．
(2) x, y の関数 Q = x2 + 4xy + 5y2 − 4x− 4y + 7 の最小値を求めよ．
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例題 I3.3.33 ⋆⋆2次不等式の文章題

右の図のような直角二等辺三角形 ABC の辺上に頂点を
もつ長方形 PQRAを作る．長方形の面積が 7 cm2 以上
12 cm2 以下となるときの x の値の範囲を求めよ．

C A

B

Q
P

R
8

x

 

 

解説動画

考え方 長方形の縦の長さを x を用いて表すと，長方形の面積は x の関数となる．辺の長さは正であることから，
x > 0, 8− x > 0より，xの範囲は 0 < x < 8となる．

解答
BP = PQ = xであるから，

PA = BA − BP = 8− x

x > 0, 8− x > 0であるから，0 < x < 8 · · · (i)
長方形 PQRAの面積は x(8− x) cm2 が 7 cm2 以上 12 cm2 であるから，

7 ≦ x(8− x) ≦ 12

7 ≦ x(8− x) より，x2 − 8x+ 7 ≦ 0

したがって，(x− 1)(x− 7) ≦ 0

ゆえに，1 ≦ x ≦ 7 · · · (ii)
x(8− x) ≦ 12 より，x2 − 8x+ 12 ≧ 0

したがって，(x− 2)(x− 6) ≧ 0

ゆえに，x ≦ 2, 6 ≦ x · · · (iii)
よって，(i)～(iii)の共通範囲を求める
と，

1 ≦≦≦ x ≦≦≦ 2, 6 ≦≦≦ x ≦≦≦ 7 0 21 6 7 8 x

(iii) (iii)(ii)

(i)

◀ 直角二等辺三角形であるか
ら，AC = AB = 8

◀ 辺の長さは正であるから，
x > 0, 8− x > 0

問題 I3.3.33 ⋆⋆ 解答 p.332

長さ 40 cm の針金を 2 つに分け，それぞれを折り曲げて正方形を 2 つ作る．2 つの正方形の面積の和が
52 cm2 以上になるようにするには，針金をどのように切ればよいか．短い方の針金の長さの範囲を求めよ．
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例題 I3.3.34 ⋆⋆⋆⋆2つの放物線の大小関係 1

2 つの 2 次関数 f(x) = x2 + 2ax+ 9, g(x) = −x2 + 6ax− 9について，次の条件を満た
すような定数 a の値の範囲を求めよ．
(1) すべての実数 x に対して f(x) > g(x)

(2) ある実数 x に対して f(x) < g(x)
 

 

解説動画

考え方 y = f(x), y = g(x)のそれぞれのグラフを考え
るのではなく，F (x) = f(x)− g(x)とし，F (x)の条件を
考えるとよい．F (x) の条件として，F (x) の最小値（判
別式 D の符号でもよい）を考えることで，aの範囲が求
められる．
(1)「すべての実数 xに対して f(x) > g(x)」· · · (i)は「す
べての実数 xに対して F (x) > 0」· · · (i)′ と同じである．
(2)「ある実数 xに対して f(x) < g(x)」· · · (ii)は「ある
実数 xに対して F (x) < 0」· · · (ii)′ と同じである．

(i) y = f(x)

y = g(x)

(i)′

x

y = F (x)

+

(ii) y = f(x)

y = g(x)

小

大

(ii)′

x

−

y = F (x)

解答
F (x) = f(x)− g(x) とすると，

F (x) = 2x2 − 4ax+ 18 = 2 (x− a)2 − 2a2 + 18

(1) すべての実数 x に対して f(x) > g(x) が成り立つ条件は，すべての実数 x に対
して F (x) > 0，すなわち，(F (x) の最小値 ) > 0 が成り立つことと同じである．
F (x) は x = a で最小値 −2a2 + 18 をとるから，−2a2 + 18 > 0

したがって，(a+ 3)(a− 3) < 0

よって，−3 < a < 3

(2) ある実数 x に対して f(x) < g(x) が成り立つ条件は，ある実数 x に対して
F (x) < 0 ，すなわち，(F (x) の最小値 ) < 0 が成り立つことと同じである．
したがって，−2a2 + 18 < 0

ゆえに，(a+ 3)(a− 3) > 0

よって，a < −3, 3 < a

◀ 判別式の符号に注目して，
D < 0を用いてもよい．

◀ 判別式の符号に注目して，
D > 0を用いてもよい．

問題 I3.3.34 ⋆⋆⋆⋆ 解答 p.333

2 つの 2 次関数 f(x) = x2 + 3ax+ 20, g(x) = −x2 + 7ax− 15について，次の条件を満たすような定数 a

の値の範囲を求めよ．
(1) すべての実数 x に対して f(x) > g(x)

(2) ある実数 x に対して f(x) < g(x)
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例題 I3.3.35 ⋆⋆⋆⋆2つの放物線の大小関係 2

2つの 2次関数 f(x) = x2 + 2x− 2, g(x) = −x2 + 2x+ a+ 1 について，次の条件を満
たすような定数 a の値の範囲をそれぞれ求めよ．
(1) −2 ≦ x ≦ 2を満たすすべての実数 x1, x2 に対して，f (x1) < g (x2)

(2) −2 ≦ x ≦ 2を満たすある実数 x1, x2 に対して，f (x1) < g (x2)
 

 

解説動画

考え方 「すべての（ある）実数 x に対して f(x) < g(x)」と「すべての（ある）実数 x1, x2 に対して f (x1) < g (x2)」
は意味が異なる．「すべての（ある） 実数 x 」は，f(x)と g(x)に同じ xの値を代入したときの大小関係を考えているの
に対し，「すべての（ある）実数 x1, x2 」は，f(x)と g(x)に異なる xの値を代入してもよいことに注意すること．なお，
「すべての（ある）実数 x1, x2 」の場合は，異なる xの値を考えるので，F (x) = f(x)− g(x)とまとめることはできない．

(1)「すべての実数 x1, x2 に対して f (x1) < g (x2)」は，異なる
x1, x2 をとったときも，点 (x1, f (x1)) は常に点 (x2, g (x2))

の下側にある．すなわち，(f(x) の最大値)< (g(x) の最小値) が
成り立つ．
(2)「ある実数 x1, x2 に対して f (x1) < g (x2)」は，ある x1, x2

をとると，点 (x1, f (x1)) が点 (x2, g (x2)) の下側にある．す
なわち，(f(x) の最小値)< (g(x) の最大値) が成り立つ．

(1)
y = f(x)

y = g(x)

最小
最大

x = −2 x = 2
(2)

y = f(x)

y = g(x)

最小
最大

x = −2 x = 2

解答

f(x) = x2 + 2x− 2 = (x+ 1)2 − 3,

g(x) = −x2 + 2x+ a+ 1 = −(x− 1)2 + a+ 2

(1)−2 ≦ x ≦ 2 を満たすすべての実数 x1, x2 に対して f (x1) < g (x2) が成り立つ
条件は，−2 ≦ x ≦ 2 において，「(f(x) の最大値)< (g(x) の最小値)」が成り立つ
ときである．
−2 ≦ x ≦ 2 において，f(x) の最大値は，f(2) = 6，g(x) の最小値は，g(−2) = a−7

したがって，a− 7 > 6

よって，a > 13

(2)−2 ≦ x ≦ 2 を満たすある実数 x1, x2 に対して f (x1) < g (x2) が成り立つ条件
は，−2 ≦ x ≦ 2 において，「(f(x) の最小値)< (g(x) の最大値)」が成り立つとき
である．
−2 ≦ x ≦ 2において，f(x)の最小値は，f(−1) = −3，g(x)の最大値は，g(1) = a+2

したがって，a+ 2 > −3

よって，a > −5

◀

◀ f(2) = (2 + 1)2 − 3 = 6，
g(−2) = −(−2−1)2+a+2 =

a− 7

◀

x

y

O

y = f(x)

y = g(x)

x = −2 x = 2

(−2, a− 7)

(2, 6)

x

y

O

y = f(x)

y = g(x)

x = −2 x = 2

(−1, −3)

(1, a+ 2)

問題 I3.3.35 ⋆⋆⋆⋆ 解答 p.333

2つの 2次関数 f(x) = x2 − 4x+ 5, g(x) = −x2 + a− 3 について，次の条件を満たすような定数 a の値
の範囲をそれぞれ求めよ．
(1) −1 ≦ x ≦ 3 を満たすすべての実数 x1, x2 に対して，f (x1) < g (x2)

(2) −1 ≦ x ≦ 3 を満たすある実数 x1, x2 に対して，f (x1) < g (x2)
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例題 I3.3.36 ⋆⋆⋆絶対値記号を含む 2次方程式（定数分離）

方程式 |x2 + 2x− 3| = 2x+ aの異なる実数解の個数を調べよ．ただし，aは定数とする．
 

 

解説動画

考え方 与えられた方程式は，
{

y =
∣∣x2 + 2x− 3

∣∣
y = 2x+ a

の連立方程式の y を消去した形と見ることができるが，このまま

では共有点の個数を調べにくい．そこで，与えられた方程式を次のように式変形するとよい．∣∣x2 + 2x− 3
∣∣− 2x = a (定数 aを分離した形)

このように分ける方法を，定数分離という．
定数分離を用いて，y = |x2 +2x− 3| − 2xのグラフと直線 y = aの共有点の個数を調べることで，aの範囲を求めること
ができる．

解答
|x2 + 2x− 3| = 2x+ aより，f(x) =

∣∣x2 + 2x− 3
∣∣− 2xとする．

(i) x2 + 2x− 3 ≧ 0 のとき，すなわち，(x+
3)(x− 1) ≧ 0より，x ≦ −3, 1 ≦ x のとき

f(x) = x2 + 2x− 3− 2x = x2 − 3

(ii) x2 +2x− 3 < 0 のとき，すなわち，(x+
3)(x− 1) < 0 より，−3 < x < 1 のとき

f(x) = −
(
x2 + 2x− 3

)
− 2x

=− x2 − 4x+ 3

=− (x+ 2)2 + 7

よって，(i)，(ii)より，y = f(x) のグラフは
右の図のようになる．

x

y

O−2

7

−3

1

−2
−3

6

求める実数解の個数は，y = f(x) と y = a

のグラフの共有点の個数と一致するので，右
の図より，
a < −2 のとき，0個
a = −2 のとき，1個
−2 < a < 6 のとき，2個
a = 6 のとき，3個
6 < a < 7 のとき，4個
a = 7 のとき，3個
a > 7 のとき，2個

◀ グラフをかき，y = aを動
かすことをイメージして，共
有点の個数を調べる．

x

y

O

−2

7

6

2個

3個
4個
3個

2個

1個

0個

y = a

◀ y = |x2 +2x− 3|のグラフ
は次のようになる．このグラ
フと直線 y = 2x + a の共有
点を調べるよりも，解答のよ
うに定数分離した方が，共有
点の個数を調べやすい．

x

y

O
1−3 −1

4

問題 I3.3.36 ⋆⋆⋆ 解答 p.334 ▶ 節末 I3.3.4

方程式 |x2 − 4x+ 3| = x+ aの異なる実数解の個数を調べよ．ただし，aは定数とする．
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節末問題 3.3 2次方程式と 2次不等式

節末 I3.3.1 ⋆⋆ 解答（節末）p.335 ▶ 例題 I3.3.7

2 次方程式 x2 + 4x+ 7a = 0，2x2 − 6x− a = 0 がともに実数解をもつ整数 a の個数を求
めよ．

節末 I3.3.2 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.335

実数 x, y が x2 + y2 = 13のもとで，x− ay の最大値が 7 となるとき，定数 a の値を求め
よ．

節末 I3.3.3 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.336 ▶ 例題 I3.3.18

(1) 不等式 3x4 − 7x2 + 2 > 0 を解け．
(2) 不等式 (

x2 − 3x+ 2
)2 − 4

(
x2 − 3x+ 2

)
+ 3 ≦ 0 を解け．

節末 I3.3.4 ⋆⋆⋆⋆ 解答（節末）p.337 ▶ 例題 I3.3.36

a を定数とする．x についての方程式 |(x− 3)(x− 5)| = ax− 2a+ 1
2 が異なる 4 つの実数

解をもつとき，a の値の範囲を求めよ．

節末 I3.3.5 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.338

2 次不等式 x2 − 3x− 4 < |x− 2| を満たす x の値の範囲を求めよ．
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章末問題 3 2次関数

3.4 章末問題 3
章末 I3.1 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.339

実数 x, y が x2 − xy+ y2 + y− 5 = 0 を満たすとき，y の最大値は であり，最小値
は である．

章末 I3.2 ⋆⋆ 解答（章末）p.339 ▶ 例題 I3.3.15

2 つの放物線 y = x2 + 4，y = −x2 + 4x の両方に接する直線の方程式を求めよ．

章末 I3.3 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.340

a, b は自然数で，2 次方程式 x2 + 2ax+ 4a− 4b = 0 が重解 α をもつとき，a, b, α の値
を求めよ．

章末 I3.4 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.340

a, b を異なる実数とするとき，x に関する方程式 (x− 3a)(x− 3b)− (3x− 4a− 5b) = 0

は異なる 2 つの実数解をもつことを証明せよ．

章末 I3.5 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.341

方程式 4x2 + 7xy + 4y2 = 15 を満たす x, y に対して，u = x+ y, v = xy とおく．
(1) u2 − 4v ≧ 0 を示せ．
(2) u, v の間に成り立つ等式を求めよ．
(3) k = u+ v がとる値の範囲を求めよ
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Column 2 ～ペンネームの由来と日本の数学者～
私のペンネームは「犬飼シムラ」です．この名前には二つの想いが込められて
います．著者の個人的な想いですが，一つは，犬が大好きでいつか飼いたいと
いう願い（個人的な趣味です）．もう一つは，尊敬する数学者である志村（シ
ムラ）五郎（1930-2019）への憧れからです．私のような凡人が志村五郎の名
を借りるなんて烏滸がましいかもしれませんが，その名に込めた敬意と憧れを
胸に数学の魅力を伝えたいと思い，このペンネームを選びました．

高校時代，私が最初に心惹かれた数学者は岡潔（1901-1978）でした．特に，岡
潔がジャンプしている有名な写真に，たまたま写り込んだ犬の姿に親しみを覚
え，そこから岡潔に興味を持ち始めたのをよく覚えています．いきなり岡潔の
数学の論文や専門的な文献を読むのは難しかったので，まずは彼のエッセイ集
「春宵十話」を読みました．すると存外に面白く，深い感銘を受け，当時の私に
とって数学を学ぶ大きなターニングポイントとなりました．数学という学問が
単なる計算や理論の積み重ねではなく，哲学や人間観とも深く結びつくことも
あるという考え方を知り，「学ぶ」ということそのものの意味を考えさせられ
ました．

たまたま写り込んだ犬

ワンチャン私も . . .

空を飛ぼうとする Oneちゃん

また，この頃夢中になったのが，フラクタル図形の世界です．例えば，コッホ
曲線から描かれる，空から降る雪の結晶のような図形には，数学的な理論と自
然の美しさが見事に融合しており，高校生ながらにその神秘性に強く惹かれま
した．同じ形が拡大しても繰り返されるその幾何学的な構造は，「無限」とい
う概念を身近に感じさせるものでした．数学を使ってこんなにも美しいものが
表現できるのか，という驚きと感動は，今でも私の中で鮮明に残っています． 雪の結晶のようなフラクタル図形

大学では解析系のゼミに所属し，ルベーグ積分や関数解析など（数学 II以降に学ぶ，微分・積分の内容を深
めたようなものとイメージして下さい．ルベーグ積分ではフラクタル図形も測度論で学びます）を学ぶ一方
で，代数系の分野にも興味を持つようになりました．その中で出会ったのが志村五郎となります．特に彼の
一般向けの著作はどれも非常に面白く，数学の深遠さを伝えながらも読者を引き込む力がありました．それ
らの本は，数学を学び続ける人だけでなく，「数学ってなんだろう」と興味を持った読者にもおすすめしたい
ものばかりです．

私の数学の旅路は，岡潔から始まり，「春宵十話」に感動し，フラクタル図形の美しさに魅了され，解析系の
学びを深めながら志村五郎への憧れへと続いています．そして今，これまでの経験を糧にしながら，自分自
身の道を進み，教員として勤務しながら，数学の魅力を一般に伝えるという新しい挑戦をしています．ペン
ネーム「犬飼シムラ」は，そんな私の数学の歩みを象徴する名前でもあります．

このコラムを読んでいる皆さんも，数学にどこか難しさや遠さを感じているかもしれません．しかし，数学
の世界にはさまざまな入り口があります．例えば，フラクタルの美しい図形を眺めたり，岡潔や志村五郎の
本を読んで数学者たちの考えに触れることで（数学の知識がなくとも，読みやすいものもあります），新しい
興味や視点を見つけられるかもしれません．極端な話，「この写真の犬可愛いなぁ」といった数学に関係ない
ところから興味を持ち出すのでも構わないと思います．数学は皆さんの様々な日常に溶け込んでおり，興味
を持って学ぶことで皆さんの人生に彩りを与えてくれるはずです．このコラムをきっかけに，皆さんが数学
の魅力に少しでも近づけることを願っています．



数学 I
4.0

第 4章 図形と計量 4章：図形と計量（再生リスト）：

 

 

4 図形と計量
1節 三角比の定義・性質（pp.152-170），2節 正弦定理と余弦定理（pp.171-179），

3節 図形の計量（pp.180-192）

例題（問題）一覧
番号 難易度 1回目 2回目
I4.1.1 ⋆

I4.1.2 ⋆⋆

I4.1.3 ⋆⋆⋆

I4.1.4 ⋆

I4.1.5 ⋆⋆

I4.1.6 ⋆

I4.1.7 ⋆⋆

I4.1.8 ⋆⋆⋆

I4.1.9 ⋆⋆⋆

I4.1.10 ⋆⋆

I4.1.11 ⋆⋆

I4.1.12 ⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I4.1.13 ⋆⋆⋆

I4.1.14 ⋆⋆⋆

I4.1.15 ⋆⋆⋆⋆

I4.1.16 ⋆⋆⋆⋆

I4.2.1 ⋆

I4.2.2 ⋆⋆

I4.2.3 ⋆⋆

I4.2.4 ⋆⋆

I4.2.5 ⋆⋆⋆

I4.2.6 ⋆⋆⋆

I4.2.7 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I4.3.1 ⋆⋆

I4.3.2 ⋆⋆

I4.3.3 ⋆⋆

I4.3.4 ⋆⋆

I4.3.5 ⋆⋆⋆

I4.3.6 ⋆⋆

I4.3.7 ⋆⋆

I4.3.8 ⋆⋆

I4.3.9 ⋆⋆⋆

I4.3.10 ⋆⋆⋆⋆

I4.3.11 ⋆⋆⋆

節末問題 4.1，節末問題 4.2，節末問題 4.3
番号 難易度 1回目 2回目
I4.1.1 ⋆⋆⋆

I4.1.2 ⋆⋆⋆

I4.1.3 ⋆⋆

I4.1.4 ⋆⋆⋆

I4.1.5 ⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I4.2.1 ⋆⋆

I4.2.2 ⋆⋆⋆

I4.2.3 ⋆⋆⋆

I4.2.4 ⋆⋆⋆

I4.2.5 ⋆⋆⋆

番号 難易度 1回目 2回目
I4.3.1 ⋆⋆

I4.3.2 ⋆⋆⋆

I4.3.3 ⋆⋆⋆

I4.3.4 ⋆⋆⋆

I4.3.5 ⋆⋆⋆

章末問題 4
番号 難易度 1回目 2回目
I4.1 ⋆⋆

I4.2 ⋆⋆⋆⋆

I4.3 ⋆⋆⋆

I4.4 ⋆⋆⋆⋆

I4.5 ⋆⋆⋆

チェック例
◦ · · · 考え方を理解し，解くことができた． △· · · 理解が不十分である． × · · · 解くことができなかった．
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4.1 三角比の定義・性質

4.1.1 三角比
(1) ∠A の辺の長さの比の値を ∠A の正弦，余弦，正接といい，これらをまとめて
三角比という．

正弦 (sine) : sinA =
対辺
斜辺 =

BC
AB =

a

c

余弦 (cosine) : cosA =
底辺
斜辺 =

AC
AB =

b

c

正接 (tangent) : tanA =
対辺
底辺 =

BC
AC =

a

b
A

B

C

c

b

a
斜辺

底辺

対辺

θ

(2) 有名な角（30◦, 45◦, 60◦）の三角比

A 30◦ 45◦ 60◦

sinA 1

2

1√
2

√
3

2

cosA
√
3

2

1√
2

1

2

tanA 1√
3

1
√
3

A

B

C

2
1

√
3

30◦

A

B

C

√
2

1

1

45◦

A

B

C

2 √
3

1

60◦

◀ 比 a : bの比の値は，a
b

◀ sinA, cosA, tanA はそ
れぞれの頭文字 s，c，tの筆記
体を利用すると覚えやすい．

A

sinA

A

cosA

A

tanA

4.1.2 三角比の拡張
0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，下の図において

sinθ =
y

r
, cosθ =

x

r
, tanθ =

y

x

r

P(x, y)

O
x

y

−r

r

θ

r

1

P(x, y)

cos θ O
x

y

T(1, m)tan θ

−1

1
x = 1

sin θ
θ

ただし，tan 90◦ の値は定義されない．とくに，原点を中心とする半径が 1の半円上
において，

sinθ = y, cosθ = x

ここで，−1 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1 であるから −1 ≦≦≦ cosθ ≦≦≦ 1, 0 ≦≦≦ sinθ ≦≦≦ 1 で
ある．
また，直線 x = 1 と，直線 OP の交点を T(1, m) とすると，tanθ = y

x
= m

1

よって，tanθ = m (θ ̸= 90◦)

◀ 数学 Iでは，0◦ ≦ θ ≦ 180◦

の範囲内を考える．

◀ 半径 1 の半円を考えると，
三角比が半径 rに関係なく，θ
だけで値を定めることができ
る．また，半径 1の円のこと
を単位円という．
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4.1.3 三角比の値と符号

θ 0◦ 鋭角 90◦ 鈍角 180◦

sin θ 0 + 1 + 0

cos θ 1 + 0 − −1

tan θ 0 + —— − 0

x

y

O

++

1

1−1

sin θ

x

y

O

+−

1

1−1

cos θ

x

y

O

+−

1

1−1

tan θ

4.1.4 三角比の相互関係

tanθ =
sin θ

cos θ
, sin2 θ + cos2 θ = 1, 1 + tan2 θ =

1

cos2 θ
◀ (sinA)2,(cosA)2,(tanA)2

を，sin2 A, cos2 A, tan2 A と
記す．

4.1.5 有名な三角比の値

θ 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦ 120◦ 135◦ 150◦ 180◦

sin θ 0
1

2

1√
2

√
3

2
1

√
3

2

1√
2

1

2
0

cos θ 1

√
3

2

1√
2

1

2
0 −1

2
− 1√

2
−
√
3

2
−1

tan θ 0
1√
3

1
√
3 —— −

√
3 −1 − 1√

3
0

4.1.6 余角・補角の三角比
(1) 90◦ − θ （余角）の三角比 (0◦ ≦ θ ≦ 90◦)

sin (90◦ − θ) = cos θ,
cos (90◦ − θ) = sin θ,

tan (90◦ − θ) =
1

tan θ (θ ̸= 0◦, θ ̸= 90◦)

(2) 180◦ − θ （補角）の三角比 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)

sin (180◦ − θ) = sin θ,
cos (180◦ − θ) = − cos θ,
tan (180◦ − θ) = − tan θ (θ ̸= 90◦)

◀ 余角の三角比

A

B

C

c

b

a

θ
90◦ − θ

◀ 補角の三角比

1

PQ

O
x

y

−1

1

θ

180◦ − θ

θ
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例題 I4.1.1 ⋆直角三角形の三角比

(1) 右の図のような三角形において，
sinA, cosA, tanA の値を求めよ．

(i)

A

B

C

2

√
5

(ii)

A

B

C

13

12

(2) 右の図のような三角形において，x, y の値を求めよ．
A

B

C

6
x

y

30◦

 

 

解説動画

考え方 三角比の定義を利用する．
sinA = a

c

A

sinA
c a

cosA = b
c

A

cosA
c

b

tanA = a
b

A

tanA
a

b

解答
(1) (i) 三平方の定理より，AB =

»
(
√
5)2 + 22 = 3

よって，
sinA =

2

3
, cosA =

√
5

3
, tanA =

2
√
5

(ii) 三平方の定理より，BC =
√
132 − 122 = 5

よって，
sinA =

5

13
, cosA =

12

13
, tanA =

5

12

◀ tanA = 2
√

5
5 でもよい．

◀ 三平方の定理

a2 + b2 = c2

(2) sin 30◦ = x
6 であるから，x = 6 sin 30◦ = 6 · 1

2 = 3

cos 30◦ = y
6 であるから，y = 6 cos 30◦ = 6 ·

√
3
2 = 3

√
3

◀ sin 30◦ = 1
2

◀ cos 30◦ =
√

3
2

A

B

C

c

b

a

問題 I4.1.1 ⋆ 解答 p.342

(1) 右の図のような三角形において，sinA, cosA, tanA の値を求めよ．

A

BC 4

5

(2) 右の図のような三角形において，x, y の値を求めよ．

A

B

C

10 x

y

60◦
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例題 I4.1.2 ⋆⋆三角比を用いた測量

水平な道路をまっすぐに歩いている人が，あるホテルの頂点 Pを見上げたところ，A地点
でその仰角が 45◦ であった．その後，A地点から 20m進んで B地点に到達したとき，再
び仰角を測ると 60◦ であった．この人の目の高さが地面から 1.5mであるとき，このホテ
ルの高さを求めよ．

 

 

解説動画

考え方 与えられた値をもとに直角三角形をかき，三平方の定理や三角比の利用を考
える．
【注意】右の図のように，水平面とのなす角において，Aを通る水平面より上側にある
ものを

ぎょう
仰角といい，下側にあるものを

ふ
俯角という．

P

P′

A 俯角
仰角

解答
右の図のように，A′, B′, C, C′, P とおき，
BC = B′C′ = x m, C′P = y m とする．
直角三角形 A′C′P において，

y = (20 + x) tan 45◦

したがって，y = 20 + x · · · (i)
直角三角形 B′C′P において，

y = x tan 60◦

したがって，y =
√
3x · · · (ii)

◀ tan 45◦ = y
20+x

◀ tan 45◦ = 1

◀ tan 60◦ = y
x

◀ tan 60◦ =
√
3

A′

P

C′

A C

B′

B20 m

y m

x m

1.5 m

45◦ 60◦

(i)，(ii)より，
√
3x = 20 + x

(
√
3− 1)x = 20 より，x = 20√

3−1
= 10(

√
3 + 1)

これと (i)より，y = 30 + 10
√
3

ゆえに，PC = y + 1.5 = 31.5 + 10
√
3

よって，ホテルの高さは，31.5 + 10
√
3 (m)

◀ 20√
3− 1

=
20(

√
3 + 1)

(
√
3− 1)(

√
3 + 1)

=
20(

√
3 + 1)

2

【注意】例題において
√
3 = 1.732とし，ホテルの高さの小

数第 2 位を四捨五入すると，31.5 + 10
√
3 ≒ 48.8 となる

（近似の記号 ≒は ≈と表すこともある）．例題では指示が
なかったが，問題によっては「四捨五入して求めよ」など
と指示がある場合があるので注意すること．また，右の図
のような 30◦, 45◦, 60◦ の三角比は覚えて，自在に利用で
きるようになるとよい．

A

B

C

2
1

√
3

30◦

A

B

C

√
2

1

1

45◦

A

B

C

2 √
3

1

60◦

問題 I4.1.2 ⋆⋆ 解答 p.342

水平な道路をまっすぐに歩いている人が，あるビルの頂点 Pを見上げたところ，A地点でその仰角が 30◦ で
あった．その後，A地点から 30m進んで B地点に到達したとき，再び仰角を測ると 45◦ であった．この人
の目の高さが地面から 1.5mであるとき，このビルの高さを求めよ．
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例題 I4.1.3 ⋆⋆⋆15◦ の三角比

右の図のような直角三角形 ABC を用いて，
次の問いに答えよ．
(1) 辺 AB の長さを求めよ．
(2) sin 15◦, cos 15◦, tan 15◦ の値を求めよ． A

B

CD

1

30◦15◦
 

 

解説動画

考え方 有名な角の直角三角形や二等辺三角形を用いて，辺の長さを求める．
【注意】本書では，30◦ や 45◦ の倍数の角度 30◦, 45◦, 60◦, 90◦, 120◦, 135◦, . . . を有名な角といい，その三角比を有名
な三角比という．

解答
(1) ∠CBD = 180◦ − (90◦ + 30◦) = 60◦ より，CD =

√
3, BD = 2

また，∠ABC = 180◦ − (90◦ + 15◦) = 75◦ より，∠ABD = 75◦ − 60◦ = 15◦

したがって，△ABD は AD = BD の二等辺三角形である．
ゆえに，CD =

√
3より，AC = AD + CD = 2 +

√
3 · · · (i)

△ABC において，三平方の定理より，

AB2 = (2 +
√
3)2 + 12 = 8 + 4

√
3

よって，AB > 0 より，

◀ AB2 = AC2 + BC2

A

B

CD

1

2

√
3

√
6 +

√
2

2

30◦

60◦15◦

15◦

AB =

»
8 + 4

√
3 =

»
8 + 2

√
12 =

√
6 +

√
2 · · · (ii)

(2) △ABCにおいて，(i)，(ii)，BC = 1より，

sin 15◦ =
BC
AB =

1√
6 +

√
2
=

√
6−

√
2

(
√
6 +

√
2)(

√
6−

√
2)

=

√
6 −

√
2

4

cos 15◦ = AC
AB =

2 +
√
3√

6 +
√
2
=

(2 +
√
3)(

√
6−

√
2)

(
√
6 +

√
2)(

√
6−

√
2)

=

√
6 +

√
2

4

tan 15◦ =
BC
AC =

1

2 +
√
3
=

2−
√
3

(2 +
√
3)(2−

√
3)

= 2−
√
3

◀ BC : BD : CD

=1 : 2 :
√
3

◀ 2重根号を外す．»
(a+ b) + 2

√
ab

=
√
a+

√
b

◀ sin 15◦, cos 15◦, tan 15◦

の値は，分母を有理化した形
がよく知られている．

◀ tan 15◦ = sin 15◦

cos 15◦ で求め
てもよい．

【余談】覚えて利用するようなものではないが，30◦, 45◦, 60◦ と
いった有名な角以外にも，三角比の値として例えば右の表のよう
なものが知られている．例題のように直角三角形や二等辺三角形
などを用いると，これらの三角比の値を図形的に求めることがで
きる．なお，右の表に記されている 2重根号は外すことができな
いので注意すること．

θ 15◦ 18◦ 22.5◦ 36◦

sin θ
√

6−
√

2

4

√
5−1

4

√
2−

√
2

2

√
10−2

√
5

4

cos θ
√

6+
√

2

4

√
10+2

√
5

4

√
2+

√
2

2

√
5+1

4

tan θ 2 −
√

3

√
25−10

√
5

5

√
2 − 1

»
5 − 2

√
5

θ 54◦ 67.5◦ 72◦ 75◦

sin θ
√

5+1

4

√
2+

√
2

2

√
10+2

√
5

4

√
6+

√
2

4

cos θ

√
10−2

√
5

4

√
2−

√
2

2

√
5−1

4

√
6−

√
2

4

tan θ

√
25+10

√
5

5

√
2 + 1

»
5 + 2

√
5 2 +

√
3

問題 I4.1.3 ⋆⋆⋆ 解答 p.343 ▶ 節末 I4.1.1

二等辺三角形 ABC において AB = AC, BC = 1, ∠A = 36◦ とし，∠B の二等分線と辺 AC の交点を D
とするとき，次の値を求めよ．
(1) 辺 BDの長さ (2) 辺 ABの長さ (3) sin 18◦
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例題 I4.1.4 ⋆三角比の相互関係 1

A は鋭角とする．このとき，次の問いに答えよ．
(1) sinA = 5

7 のとき，cosA と tanA の値を求めよ．
(2) tanA = 2 のとき，sinA と cosA の値を求めよ．  

 

解説動画

考え方 三角比の相互関係 tanA = sin A
cos A , sin2A + cos2A = 1, 1 + tan2A = 1

cos2 A を利用する．このとき，
Aが鋭角である ことに注意すること．

解答
(1) sin2A+ cos2A = 1 より，

cos2A = 1− sin2A = 1−
(
5

7

)2

=
24

49

A は鋭角であるから， cosA > 0

よって，cosA =
√
24
7 = 2

√
6

7

また，tanA = sinA
cosA = 5

7 ÷
2
√
6

7 = 5

2
√

6

(2) 1 + tan2A = 1
cos2 A より， 1

cos2 A = 1 + 22 = 5

したがって，cos2A = 1
5

A は鋭角であるから， cosA > 0

よって，cosA = 1√
5

また，sinA = tanA cosA = 2 · 1√
5
= 2√

5

◀ A が鋭角 (0◦ < A < 90◦)

のとき，sinA > 0, cosA >

0, tanA > 0であることに注
意すること．

◀ cosA > 0より，− 1√
5
は不

適である．

◀ tanA = sin A
cos A より，

sinA = tanA cosA

One Point
sinA, cosA, tanAのうち 1つの値が与えられていれば，他の 2つの値も求めることができる．

【余談】与えられた条件をもとに，三角比の定義から直角三角形をかくことができる．これを利用して，例え
ば，(1)は次の別解のように解くこともできる．

【別解】 A が鋭角，sinA = 5
7 より，右の図のような直角三角形 ABC がか

ける．
三平方の定理より，

AC =
√

AB2 − BC2 =
√
72 − 52 =

√
24 = 2

√
6

よって，cosA = 2
√

6
7
, tanA = 5

2
√

6
A

B

C

7

2
√
6

5

(2)も同様に，tanA = 2
1 と考えて，直角三角形をかくことで解くこともできる．

問題 I4.1.4 ⋆ 解答 p.343 ▶ 節末 I4.1.2

A は鋭角とする．このとき，次の問いに答えよ．
(1) sinA = 4

5 のとき，cosA と tanA の値を求めよ．
(2) tanA =

√
2
4 のとき，sinA と cosA の値を求めよ．
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例題 I4.1.5 ⋆⋆余角・補角の三角比

(1) sin 50◦, cos 130◦ を 45◦ 以下の三角比で表せ．また，sin 40◦ cos 130◦+ sin 50◦ cos 140◦

を簡単にせよ．
(2) △ABC の 3 つの内角 ∠A, ∠B, ∠C の大きさを，それぞれ A, B, C とするとき，等
式 sin C

2 = cos A+B
2 が成り立つことを証明せよ．

 

 

解説動画

考え方
(1) 90◦ − θ （余角）と 180◦ − θ （補角）の三角比を用いると，すべて 40◦ の三角比に式変形することができる．
(2) 1つの辺を式変形して（ここでは右辺），もう一方の辺と一致することを示す．A, B, C は △ABC の 3 つの内角で
あるから，A+B + C = 180◦ であることを利用すればよい．

解答
(1)

sin 50◦ = sin (90◦ − 40◦) = cos40◦ · · · (i),

cos 130◦ = cos (180◦ − 50◦) = − cos 50◦ = − cos (90◦ − 40◦) = − sin40◦ · · · (ii)

cos 140◦ = cos (180◦ − 40◦) = − cos 40◦ であるから，これと (i)，(ii)より，

sin 40◦ cos 130◦ + sin 50◦ cos 140◦

= sin 40◦ (− sin 40◦) + cos 40◦ (− cos 40◦)
= − sin2 40◦ − cos2 40◦

= −
(
sin2 40◦ + cos2 40◦

)
= −1

(2) A+B + C = 180◦ であるから，A+B = 180◦ − C

したがって，A+B
2 = 180◦−C

2 = 90◦ − C
2

ゆえに，cos A+B
2 = cos

(
90◦ − C

2

)
= sin C

2

よって，等式は成り立つ． ■

◀ sin (90◦ − θ) = cos θ

◀ cos (180◦ − θ) =

− cos θ, cos (90◦ − θ) =

sin θ

◀ cos (180◦ − θ) = − cos θ

◀ すべて 40◦ の三角比に式変
形する．

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ cos (90◦ − θ) = sin θ

余角・補角の三角比
(1) 余角の三角比 (0◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 90◦)

sin (90◦ − θ) = cosθ, cos (90◦ − θ) = sinθ, tan (90◦ − θ) =
1

tan θ
(θ ̸= 0◦, θ ̸= 90◦)

(2) 補角の三角比 (0◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 180◦)

sin (180◦ − θ) = sinθ, cos (180◦ − θ) = − cosθ, tan (180◦ − θ) = − tanθ (θ ̸= 90◦)

【余談】一般に，sin (90◦ + θ) = cos θ, cos (90◦ + θ) = − sin θ, tan (90◦ + θ) = − 1
tan θ が成り立つ．

問題 I4.1.5 ⋆⋆ 解答 p.344

(1) sin 55◦, cos 125◦ を 45◦ 以下の三角比で表せ．また，sin 35◦ cos 125◦ + sin 55◦ cos 145◦ を簡単にせよ．
(2) △ABCの 3つの内角 ∠A, ∠B, ∠Cの大きさを，それぞれ A, B, C とするとき，等式 tan A

2 tan B+C
2 = 1

が成り立つことを証明せよ．
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例題 I4.1.6 ⋆三角比を含む方程式 1

次の方程式を満たす θ の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) 2 sin θ −
√
2 = 0 (2) 2 cos θ − 1 = 0 (3)

√
3 tan θ + 1 = 0

 

 

解説動画

考え方 原点を中心とする半径 1の半円を利用して解く．半径 1の半円を考えると，様々な問題が解きやすくなる．
sin θ = y

r , cos θ = x
r において，それぞれ r = 1 のとき，

sin θ = y ，cos θ = x となる．また，tan θ = y
x において，x = 1

のとき， tan θ = y ，x = −1のとき， tan θ = −y となる．
よって，sin θは半径 1の半円上の点の y 座標 ，cos θは半径 1の
半円上の点の x座標 ，tan θ は直線 x = 1上における y 座標 ，
または直線 x = −1上における y 座標 を考えればよい．

1

P(x, y)

O
x

y

−1

1

θ
1

1

O x

y

−1

1

x = 1x = −1

θ
y

−y

解答

(1) 2 sin θ −
√
2 = 0 より，sin θ = 1√

2

半径 1の半円上で，y 座標が 1√
2
となる点

は，右の図の 2 点 P, P′ である．
よって，θ = 45◦, 135◦

◀ sin θ =
√

2
2 = 1√

2

◀

1

PP′

O
x

y

y = 1√
2

−1

1

45◦
135◦

(2) 2 cos θ − 1 = 0 より，cos θ = 1
2

半径 1の半円上で，x 座標が 1
2 となる点

は，右の図の点 P である．
よって，θ = 60◦

◀

1

P

O
x

y x = 1
2

−1

1

60◦

(3)
√
3 tan θ + 1 = 0 より，tan θ = − 1√

3

直線 x = 1上で，y 座標が − 1√
3
となる点

T をとると，直線 OT と半径 1 の半円上
の交点は右の図の点 Pである．
よって，θ = 150◦

◀
1

P

O
x

y

T− 1√
3

−1

1

x = 1

150◦

1 1√
2

1√
2

45◦

1 √
3

2

1
2

60◦

1
1
2

√
3
2

30◦

One Point
sinθ = k は y 座標，cosθ = k は x 座標を考える．

tanθ = k は直線 x = 1 上における y = k の点と原点を結ぶ直線の交点を考える．

問題 I4.1.6 ⋆ 解答 p.345 ▶ 節末 I4.1.3

次の方程式を満たす θ の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．
(1) 2 sin θ − 1 = 0 (2) 2 cos θ + 1 = 0 (3) tan θ + 1 = 0
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例題 I4.1.7 ⋆⋆三角比の相互関係 2

(1) sinα = 5
13 のとき，cosα, tanα の値を求めよ．ただし，90◦ < α < 180◦ とする．

(2) tanβ = −3
4 のとき，sinβ, cosβ の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ β ≦ 180◦ とする．

 

 

解説動画

考え方 三角比の相互関係を利用する．このとき，与えられた角度の条件をもとに，三角比の値の符号に注意すること．

x

y

O

++

1

1−1

sin θ

x

y

O

+−

1

1−1

cos θ

x

y

O

+−

1

1−1

tan θ

解答
(1) sin2 α+ cos2 α = 1 より，

cos2 α = 1−
(

5

13

)2

=
144

169

90◦ < α < 180◦ において， cosα < 0

よって，cosα = −
»

144
169 = −12

13

また，tanα = sinα
cosα = 5

13 ÷
(
−12

13

)
= 5

13 ×
(
−13

12

)
= − 5

12

(2) 1 + tan2 β = 1
cos2 β より，

1

cos2 β = 1 + tan2 β = 1 +

(
−3

4

)2

=
25

16

したがって，cos2 β = 16
25

tanβ = −3
4 < 0 より，90◦ < β < 180◦ であるから， cosβ < 0

よって，cosβ = −
»

16
25 = −4

5

また，tanβ = sinβ
cosβ より，sinβ = tanβ · cosβ = −3

4 ·
(
−4

5

)
= 3

5

◀ 符号に注意すること．

◀ tanα = sin α
cos α =

5
13

− 12
13

◀ cosβ < 0 より， 4
5 は不適

である．

◀ tan θ = sin θ
cos θ より，sin θ =

tan θ cos θ

三角比の相互関係

tanθ =
sin θ

cos θ
, sin2 θ + cos2 θ = 1, 1 + tan2 θ =

1

cos2 θ

問題 I4.1.7 ⋆⋆ 解答 p.345

(1) sinα = 2
3 のとき，cosα, tanα の値を求めよ．ただし，90◦ < α < 180◦ とする．

(2) tanβ = −2 のとき，sinβ, cosβ の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ β ≦ 180◦ とする．
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例題 I4.1.8 ⋆⋆⋆三角比の式の値

sin θ + cos θ =
√
2
2 のとき，次の式の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) sin θ cos θ (2) sin3 θ + cos3 θ (3) sin θ − cos θ
 

 

解説動画

考え方 sin2 θ + cos2 θ = 1を利用できるように，式変形する．なお，(1)，(2)は sin θ, cos θ の対称式である．
(1) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 を利用する．
(2) a3 + b3 = (a+ b)3 − 3ab(a+ b) を利用する．
(3) (sin θ − cos θ)2 の値を利用する．このとき，sin θ − cos θ の符号に注意すること．

解答

(1) sin θ + cos θ =
√
2
2 · · · (i) の両辺を 2 乗すると，

sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ = 1

2

したがって，1 + 2 sin θ cos θ = 1
2

よって，sin θ cos θ = −1
4
· · · (ii)

(2) sin3 θ + cos3 θ = (sin θ + cos θ)3 − 3 sin θ cos θ(sin θ + cos θ)
(i)，(ii)を代入すると，sin3 θ + cos3 θ =

(√
2
2

)3
− 3 ·

(
−1

4

)
·
√
2
2 = 5

√
2

8

【別解】
sin3 θ + cos3 θ = (sin θ + cos θ)

(
sin2 θ − sin θ cos θ + cos2 θ

)
= (sin θ + cos θ)(1− sin θ cos θ)

(i)，(ii)を代入すると，sin3 θ + cos3 θ =
√
2
2

{
1−

(
−1

4

)}
= 5

√
2

8

(3) (sin θ − cos θ)2 = sin2 θ − 2 sin θ cos θ + cos2 θ = 1− 2 sin θ cos θ
(ii)を代入すると，(sin θ − cos θ)2 = 1− 2 ·

(
−1

4

)
= 3

2

0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，(ii)より，sin θ > 0, cos θ < 0

したがって，sin θ − cos θ > 0

よって，sin θ − cos θ =
»

3
2 =

√
6

2

◀ 両辺を 2乗して，sin2 θ +

cos2 θ の形を作る．

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ a3 + b3

=(a+ b)3 − 3ab(a+ b)

◀ a3 + b3

=(a+ b)(a2 − ab+ b2)

◀ sin θ cos θ = − 1
4 < 0であ

り，sin θ > 0より，cos θ < 0

よって，− cos θ > 0 となり，
sin θ − cos θ > 0

One Point

sin2 θ + cos2 θ = 1 を利用して，式の値を求める．

問題 I4.1.8 ⋆⋆⋆ 解答 p.346 ▶ 節末 I4.1.4 ▶ 章末 I4.1

sin θ − cos θ = 1
2 のとき，次の式の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) sin θ cos θ (2) sin3 θ − cos3 θ (3) sin θ + cos θ
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例題 I4.1.9 ⋆⋆⋆三角比を含む方程式 2

次の等式を満たす θ の値を求めよ．
(1) 2 cos2 θ + 9 sin θ − 6 = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)

(2) sin θ tan θ = −3
2 (90◦ < θ ≦ 180◦)  

 

解説動画

考え方 sin2 θ+ cos2 θ = 1, tan θ = sin θ
cos θ などを利用して，三角比の種類を減らす．例えば，(1)は sin θ, cos θの 2種類

の式であるから，種類を減らし，sin θ の 1種類の式にする．
また，三角比を文字におき換えると，式が見やすくなり，扱いやすくなることがあるので，慣れないうちはおき換えるこ
とを推奨する．このとき，sin θ, cos θ の値の範囲から，おき換えた文字の範囲に注意すること．

解答
(1) 2 cos2 θ + 9 sin θ − 6 = 0より，2

(
1− sin2 θ

)
+ 9 sin θ − 6 = 0

したがって，2 sin2 θ − 9 sin θ + 4 = 0 · · · (i)
sin θ = t とおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，0 ≦ t ≦ 1

これを (i)に代入すると，2t2 − 9t+ 4 = 0

ゆえに，(2t− 1)(t− 4) = 0より，t = 1
2 , 4

0 ≦ t ≦ 1 より，t = 1
2

すなわち，sin θ = 1
2

よって，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，θ = 30◦, 150◦

(2) sin θ tan θ = −3
2 より，sin θ · sin θ

cos θ = −3
2

整理すると，2 sin2 θ = −3 cos θ
したがって，2

(
1− cos2 θ

)
= −3 cos θ より，2 cos2 θ − 3 cos θ − 2 = 0 · · · (ii)

cos θ = t とおくと，90◦ < θ ≦ 180◦ より，−1 ≦ t < 0

これを (ii)に代入すると，2t2 − 3t− 2 = 0

ゆえに，(2t+ 1)(t− 2) = 0 より，t = −1
2 , 2

−1 ≦ t < 0 より，t = −1
2

すなわち，cos θ = −1
2

よって，90◦ < θ ≦ 180◦ より，θ = 120◦

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，
0 ≦ sin θ ≦ 1

◀ たすき掛けを用いる．

◀

◀ tan θ = sin θ
cos θ

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ 90◦ < θ ≦ 180◦ のとき，
−1 ≦ cos θ < 0

◀ たすき掛けを用いる．

◀

1

P
P′

O
x

y

y = 1

2

−1

1

30◦
150◦

1

P

O
x

y

−1

1
x = − 1

2

120◦

One Point
おき換えた文字の値の範囲に注意すること．

問題 I4.1.9 ⋆⋆⋆ 解答 p.346

次の等式を満たす θ の値を求めよ．
(1) 2 sin2 θ − 3 cos θ = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)

(2) 2 cos2 θ + 7 sin θ − 5 = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)
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例題 I4.1.10 ⋆⋆2直線のなす角

2 直線 y =
√
3x+ 2 · · · (i), y = −x+ 1 · · · (ii) について，次の問いに答えよ．

(1) 直線 (i) が x 軸の正の向きとのなす角を求めよ．
(2) 2 直線 (i)，(ii) のなす角 θ (0◦ ≦ θ ≦ 90◦) を求めよ．  

 

解説動画

考え方 直線 y = mx と x 軸の正の向きとのなす角が θ (0◦ < θ < 180◦, θ ̸= 90◦)

のとき，m = tan θ であることを利用できる．また，直線は平行移動しても傾きが変
わらないことから，「直線 y = mx + n と x 軸の正の向きとのなす角」は，「直線
y = mx と x 軸の正の向きとのなす角」を考えればよい．

x

y

O

y = mx

θ m

1

解答
(1) 直線 (i)が x軸の正の向きとのなす角を αとす
ると，tanα =

√
3

0◦ ≦ α < 180◦ より，α = 60◦

(2) 直線 (ii) が x 軸の正の向きとのなす角を β と
すると，tanβ = −1

0◦ ≦ β < 180◦ より，β = 135◦

右の図から，求める角 θ は，0◦ ≦ θ ≦ 90◦ より，

θ = β − α = 135◦ − 60◦ = 75◦

◀ y =
√
3x + 2 の傾きは，

y =
√
3xの傾きと同じで，

√
3

である．

◀ y = −x + 1 の傾きは，
y = −xの傾きと同じで，−1

である．

◀ 求める角は，2直線の図を
かいて判断するとよい．

x

y

O

(ii)

(i)

β
α

1

1

β

αθ

One Point
2直線のなす角 θ は，傾きである tanθ を用いる．

【注意】とくに断りがない場合は，2直線のなす角 θは，0◦ ≦ θ ≦ 90◦ の範囲内で答えることになっているので
注意すること（例えば，(2)では丁寧に「なす角 θ (0◦ ≦ θ ≦ 90◦) を求めよ」と断りがあった）．また，「直線
と x軸とのなす角」は，直線の y ≧ 0の部分と x軸とのなす角のことである．

問題 I4.1.10 ⋆⋆ 解答 p.347 ▶ 節末 I4.1.5

2 直線 x−
√
3y = 0 · · · (i), x+

√
3y = 0 · · · (ii) について，次の問いに答えよ．

(1) 直線 (i) が x 軸の正の向きとのなす角を求めよ．
(2) 2 直線 (i)，(ii) のなす角 θ (0◦ ≦ θ ≦ 90◦) を求めよ．
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例題 I4.1.11 ⋆⋆三角比を含む不等式 1

次の不等式を満たす θ の値の範囲を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．
(1) sin θ ≧ 1

2 (2) cos θ < −1
2

 

 

解説動画

考え方 三角比を含む不等式を解くときは，不等号を等号におき換えて，三角比を含む方程式を解くことを考えるとよい．
方程式の解から，半径 1の半円を用いて不等式を満たす θ の範囲を求めることができる．

(1) sin θ = k のとき，sin θは半円上の y 座標 であるから，右の図のように，直線
y = k を考える．半円との関係に注目すると，半円上の点で sin θ ≧ k であるから，
y = k より 上側である y ≧ k となる θ の範囲を求めればよい．

(1)

1O
x

y

y = k

−1

1

上側
下側

(2) cos θ = k のとき，cos θ は半円上の x座標 であるから，右の図のように，直
線 x = k を考える．半円との関係に注目すると，半円上の点で cos θ < k であるから，
x = k より 左側である x < k となる θ の範囲を求めればよい．

(2)

1O
x

yx = k

−1

1右側左側

解答

(1) sin θ = 1
2 より，θ = 30◦, 150◦

よって，右の図より，sin θ ≧ 1
2 となる θ の値の範

囲は，
30◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 150◦

◀ 不等号を等号におき換えて，
方程式を解く．

◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．1O

x

y

y = 1
2

−1

1

上側
150◦

30◦

(2) cos θ = −1
2 より，θ = 120◦

よって，右の図より，cos θ < −1
2 となる θ の値の

範囲は，
120◦ < θ ≦≦≦ 180◦

◀ 不等号を等号におき換えて，
方程式を解く．

◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．1O

x

yx = − 1
2

−1

1左側

120◦

One Point
三角比を含む不等式は，半径 1の半円をかき，大小関係を考える．

問題 I4.1.11 ⋆⋆ 解答 p.347

次の不等式を満たす θ の値の範囲を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) sin θ >
√
3
2 (2) cos θ ≦ −

√
2
2

164

https://www.youtube.com/watch?v=s1aj2ZPAAjI


数学 I
4.1

4 図形と計量 4.1 三角比の定義・性質

例題 I4.1.12 ⋆⋆三角比を含む不等式 2

次の不等式を満たす θ の値の範囲を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) tan θ ≧
√
3 (2) tan θ < 1

 

 

解説動画

考え方 不等式を解くために，不等号を等号におき換える．
tan θ = k のとき，tan θ は y = kxの傾き であるから，右の図のように，直線
y = kxと直線 x = 1を考える．半径 1の半円との関係に注目し，tan θ > k のとき，
傾きが k より大きい範囲，tan θ < k のとき，傾き k より小さい範囲 を求める．そ
して，k の範囲に対応する，θの範囲を求めればよい．このとき，θ ̸= 90◦ であるこ
とに注意すること．

1O
x

y

−1

1 大小

x = 1

(1, k)

解答

(1) tan θ =
√
3 より，θ = 60◦

よって，右の図より，tan θ ≧
√
3 の値の範囲は，

60◦ ≦≦≦ θ < 90◦

◀ 不等号を等号におき換える．
◀ 傾きが

√
3以上となるよう

な範囲を求める．
◀ θ ̸= 90◦ であることに注意
すること．

1O
x

y√
3

−1

1

60◦

x = 1

(2) tan θ = 1 より，θ = 45◦

よって，右の図より，tan θ < 1 の値の範囲は，

0◦ ≦≦≦ θ < 45◦, 90◦ < θ ≦≦≦ 180◦

◀ 不等号を等号におき換える．
◀ 傾きが 1より小さい範囲を
求める．
◀ θ ̸= 90◦ であることに注意
すること．1O

x

y

−1

1

45◦

x = 1

【注意】 tan θ は 90◦ で定義されないので，直線の傾きは 0◦ ≦ θ < 90◦ と 90◦ < θ ≦ 180◦ に分けて考えるこ
とに注意すること．

問題 I4.1.12 ⋆⋆ 解答 p.348

次の不等式を満たす θ の値の範囲を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．
(1) tan θ ≦ − 1√

3
(2) tan θ > −1
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例題 I4.1.13 ⋆⋆⋆三角比を含む不等式 3

次の不等式を解け．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．
(1) 2 cos2 θ + cos θ − 1 ≧ 0 (2) 8 cos2 θ < 1 + 10 sin θ

 

 

解説動画

考え方 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，−1 ≦ cos θ ≦ 1, 0 ≦ sin θ ≦ 1 であることに注意して，不等式を解く．(2) は，
sin2 θ + cos2 θ = 1，すなわち，cos2 θ = 1− sin2 θ を利用して，三角比の種類を減らす．

解答
(1) 2 cos2 θ + cos θ − 1 ≧ 0 · · · (i)とする．
cos θ = t とおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，−1 ≦ t ≦ 1 · · · (ii)
また，(i)の不等式は，2t2 + t− 1 ≧ 0より，(t+ 1)(2t− 1) ≧ 0

したがって，t ≦ −1, 1
2 ≦ t

これと (ii)より，t = −1, 1
2 ≦ t ≦ 1

すなわち，cos θ = −1, 1
2 ≦ cos θ ≦ 1

よって，求める解は，0◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 60◦, θ = 180◦
1O

x

y x = 1
2

x = −1

−1

1

60◦

(2) 8 cos2 θ < 1 + 10 sin θ より，8
(
1− sin2 θ

)
< 1 + 10 sin θ

したがって，8 sin2 θ + 10 sin θ − 7 > 0 · · · (i)
sin θ = tとおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，0 ≦ t ≦ 1 · · · (ii)
また，(i)の不等式は，8t2 + 10t− 7 > 0より，(4t+ 7)(2t− 1) > 0

ゆえに，t < −7
4 ,

1
2 < t

これと (ii)より，1
2 < t ≦ 1

すなわち，1
2 < sin θ ≦ 1

よって，求める解は，30◦ < θ < 150◦
1O

x

y

y = 1
2

−1

1

150◦

30◦

◀ 見やすさと扱いやすさから，
おき換えることを推奨してい
るが，おき換えずに考えても
よい．

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ たすき掛けを用いる．

4

2

7

−1

14

−4

10

One Point
三角比を含む方程式・不等式は三角比の種類を減らすとよい．

また，0◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 180◦ のとき，−1 ≦≦≦ cosθ ≦≦≦ 1, 0 ≦≦≦ sinθ ≦≦≦ 1 であることに注意すること．

問題 I4.1.13 ⋆⋆⋆ 解答 p.348

次の不等式を解け．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．
(1) 2 sin2 θ + cos θ − 2 > 0 (2) 2 sin2 θ − 3 sin θ + 1 ≧ 0
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例題 I4.1.14 ⋆⋆⋆三角比を含む 2次関数の最大・最小

関数 y = sin2 θ + cos θ − 1 の最大値と最小値を求め，そのときの θ の値を求めよ．ただ
し，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

 

 

解説動画

考え方 sin2 θ + cos2 θ = 1を利用して，三角比の種類を減らす．扱いやすさから，cos θ = tなどと文字を用いておくと
よい．tの値の範囲を求め，2次関数のグラフをかいて最大値と最小値を求める．

解答
y = sin2 θ + cos θ − 1 =

(
1− cos2 θ

)
+ cos θ − 1 = − cos2 θ + cos θ · · · (i)

cos θ = tとおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，

−1 ≦ t ≦ 1

このとき，(i)に tを代入すると，

y = −t2 + t = −
(
t− 1

2

)2

+
1

4

したがって，グラフは右の図のようになる．

◀ tの範囲を求める．

◀ − t2 + t

=−
(
t2 − t

)
=−

®(
t− 1

2

)2

−
(
1

2

)2
´

t

y

O 1
2

1
4−1

−2

最大
1

ゆえに，y は t = 1
2 , すなわち，cos θ = 1

2 のとき，最大値 1
4 をとり，t = −1，すな

わち，cos θ = −1 のとき，最小値 −2をとる．
0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，cos θ = 1

2 のとき，θ = 60◦，cos θ = −1のとき，θ = 180◦

よって，θ = 60◦ のとき，最大値 1
4
，θ = 180◦ のとき，最小値 −2

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ t = −1 の方が軸から遠い
ので，t = −1で最小となる．

One Point
三角比の種類を減らし，2次関数のグラフを考える．

問題 I4.1.14 ⋆⋆⋆ 解答 p.349

関数 y = sin2 θ− cos θ の最大値と最小値を求め，そのときの θ の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とす
る．
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例題 I4.1.15 ⋆⋆⋆⋆三角比を含む方程式の解の個数 1

方程式 2 cos2 θ + sin θ − a = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦) を満たす θ が異なる 2個の解をもつよ
うな定数 a の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 先に，sin2 θ + cos2 θ = 1を利用して，三角比の種類を減らす．次に，sin θ = tとおいて，定数を分離し，y = a

と放物線 y = −2t2 + t+ 2の共有点を考えればよい．このとき，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ (θ ̸= 90◦) のとき，sin θ = t (0 ≦ t < 1)

となる θ は 1 つの t に対して 2 個 存在し，θ = 90◦ のとき，sin θ = t = 1 となる θ は 1つの t に対して 1個 存在する
ことに注意すること．
0◦ ≦ θ ≦ 180◦ (θ ̸= 90◦) のとき
1つの t に対して，θ は 2個 存在する．

1O
x

y

y = t

−1

1

θ
θ

θ = 90◦ のとき
1つの t に対して，θ は 1個 存在する．

1O
x

y y = t

−1

1

θ

解答
sin θ = t とおくと，sin2 θ + cos2 θ = 1より，与えられた方程式は，

−2t2 + t+ 2− a = 0 · · · (i)

0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，t の値の範囲は 0 ≦ t ≦ 1 であり，0 ≦ t < 1 のとき，
sin θ = t を満たす θ の値は 2 個，t = 1 のとき，sin θ = 1 を満たす θ の値は 1個
である．
したがって，与えられた方程式を満たす θ が 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ の範囲で異なる 2個の
解をもつのは，(i)が 0 ≦ t < 1の範囲で解を 1個もつときである．
(i)を整理すると，a = −2t2 + t+ 2

ゆえに，a = −2
(
t− 1

4

)2
+ 17

8 · · · (ii)
(ii)の実数解の個数は，y = aと y = −2

(
t− 1

4

)2
+ 17

8

のグラフの共有点の個数と一致する．
よって，右の図より，0 ≦ t < 1 の範囲で解を 1 個も
つ aの範囲は，

1 < a < 2, a =
17

8

◀ 定数を分離する．

◀ 1 ≦ a < 17
8 のとき，共有

点が 2個存在し，それを満た
す θ は 4個存在する．

t

y

O

y = a

1
4

17
8

1

1

2

◀ 2(1−sin2 θ)+sin θ−a = 0

より，−2 sin2 θ+ sin θ+ 2−
a = 0

◀ t = 1は含まないので注意
すること．

問題 I4.1.15 ⋆⋆⋆⋆ 解答 p.349 ▶ 章末 I4.2

方程式 3 sin2 θ + cos θ − a = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦) を満たす θ が異なる 2個の解をもつような定数 a の値の
範囲を求めよ．
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例題 I4.1.16 ⋆⋆⋆⋆三角比を含む方程式の解の個数 2

方程式 2 sin2 θ − a sin θ + 1 = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦) を満たす θ が異なる 4個の解をもつよ
うな定数 a の値の範囲を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 解の存在範囲は，判別式（頂点），軸，端点に注目して考える．sin θ = t とおくと，0 ≦ t < 1 (0◦ ≦ θ < 180◦)の
とき，1つの tに対して θが 2個存在することから，tが 0 ≦ t < 1において異なる 2つの実数解をもつとき，4個の解を
もつことになることを利用する．

解答
sin θ = t とおくと，与えられた方程式は，2t2 − at+ 1 = 0となり，この 2次方程
式の判別式を D とする．
0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，t の値の範囲は 0 ≦ t ≦ 1 であり，0 ≦ t < 1 のとき，
sin θ = t を満たす θ の値は 2個であり，t = 1 のとき sin θ = 1 を満たす θ の値は
1 個である．
したがって，与えられた方程式を満たす θ が 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ の範囲で異なる 4 個の
解をもつのは，2t2 − at + 1 = 0が 0 ≦ t < 1 の範囲で異なる 2つの実数解をもつ
ときである．
ゆえに，求める条件は，f(t) = 2t2 − at + 1 とす
ると，(i) D > 0，(ii) 軸が 0 < t < 1の間にある，
(iii) f(0) ≧ 0, f(1) > 0 である．
(i) D = a2 − 4 · 2 · 1 = a2 − 8であり，D > 0であ
るから，

a2 − 8 > 0

したがって，a < −2
√
2, 2

√
2 < a

◀ (i)のように判別式 D を用
いる代わりに，「頂点の y 座標
が 0より小さくなる」という
条件を用いても同じ結果が得
られる．

t = a
4

t = 0 t = 1

t

(0, f(0))

(1, f(1))

(ii) 軸は直線 t = a
4 であるから，0 < a

4 < 1より，0 < a < 4

(iii) f(0) = 1, f(1) = −a+ 3であり，f(0) ≧ 0 かつ f(1) > 0より，−a+ 3 > 0

したがって，a < 3

よって，(i)～(iii)より，求め
る a の値の範囲は，

2
√
2 < a < 3

0 3 4

2
√
2

−2
√
2

a

(i)
(ii)(iii)

(i)

◀ おき換えた文字の範囲に注
意すること．

◀ t = 1は含まないので注意
すること．

◀ f(0) ≧ 0は常に成り立つ．

問題 I4.1.16 ⋆⋆⋆⋆ 解答 p.350 ▶ 章末 I4.2

方程式 2 cos2 θ + a cos θ + 1 = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 90◦) を満たす θ が異なる 2個の解をもつような定数 a の値の
範囲を求めよ．
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節末問題 4.1 三角比の定義・性質

節末 I4.1.1 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.351 ▶ 例題 I4.1.3

右の図のような直角三角形 ABCを用いて，次の問いに答
えよ．
(1) 辺 ABの長さを求めよ．
(2) sin 22.5◦, cos 22.5◦, tan 22.5◦ の値を求めよ． A

B

CD

1
45◦22.5◦

節末 I4.1.2 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.352 ▶ 例題 I4.1.4

鋭角 θ が tan θ = 5
12 を満たすとき， sin θ

1+cos θ +
sin θ

1−cos θ の値を求めよ．

節末 I4.1.3 ⋆⋆ 解答（節末）p.352 ▶ 例題 I4.1.6

0◦ ≦ θ ≦ 180◦ において， 1√
3

sin θ + cos θ = 0 を満たす θ の値を求めよ．

節末 I4.1.4 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.353 ▶ 例題 I4.1.8

tan θ + 1
tan θ = 3 のとき，次の式の値を求めよ．ただし，0◦ < θ < 45◦ とする．

(1) sin θ cos θ (2) sin θ + cos θ (3) sin θ − cos θ (4) sin3 θ − cos3 θ

節末 I4.1.5 ⋆⋆ 解答（節末）p.354 ▶ 例題 I4.1.10

2 直線
√
3x+ y = 0 · · · (i), ax+ by + 2 = 0 · · · (ii) がある．直線 (ii) は点 (−1,

√
3) を通

り，2 直線 (i)，(ii)のなす角は 30◦ である．このとき，定数 a, b の値を求めよ．
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4.2 正弦定理と余弦定理

4.2.1 正弦定理

三角形の外接円の半径を R とすると，

a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R O

A

B C

c

a

b

R ◀ 2R を無視すると，a : b :

c = sinA : sinB : sinC とい
う連比の形で表すことができ
る．

4.2.2 余弦定理

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA,
b2 = c2 + a2 − 2ca cosB,
c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

式を整理すると，次の等式が得られる．

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
,

cosB =
c2 + a2 − b2

2ca
,

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab

A

B C

c

a

b

◀ △ABCにおいて，頂点 A，
B，C に向かい合う辺 BC，
CA，ABの長さを，それぞれ
a, b, cで表す．

A

B C

c b

a

4.2.3 角と辺の大小関係
△ABC において，AB = c, BC = a, CA = b とする．ここで，∠Aが鋭角，直角，
鈍角であるとき，それぞれ，cosA > 0，cosA = 0，cosA < 0 であることから，次
の関係がいえる．

A が鋭角⇐⇒ b2 + c2 > a2,

A が直角⇐⇒ b2 + c2 = a2,

A が鈍角⇐⇒ b2 + c2 < a2

また，角の大小と辺の大小は一致する．すなわち，

A > B ⇐⇒ a > b

B C

A

小大

小
大bc

a

◀ 余弦定理と合わせて考えれ
ば，関係を導くことができる．

◀ Aが直角のときは，三平方
の定理となる．
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例題 I4.2.1 ⋆正弦定理

△ABC において，次の値を求めよ．ただし，外接円の半径を Rとする．
(1) b = 2, A = 105◦, C = 30◦ のとき，c, R
(2) R = 3, a = 3

√
2 のとき，A  

 

解説動画

考え方 正弦定理を利用する．このとき，与えられた辺や角に応じて，(i)の形や (ii)
の形の等式を使うとよい．

a

sinA =
b

sinB︸ ︷︷ ︸
(i)

=
c

sinC = 2R︸ ︷︷ ︸
(ii)

(1) b
sin B = c

sin C ,
c

sin C = 2Rの等式を用いる．
(2) a

sin A = 2Rの等式を用いる．

O

A

B C

c

a

b

R

解答
(1) A+B + C = 180◦ であるから，B = 180◦ − (30◦ + 105◦) = 45◦

正弦定理より，
2

sin 45◦
=

c

sin 30◦

よって，

c =
2

sin 45◦
· sin 30◦ = 2÷ 1√

2
· 1
2
=

√
2

◀ 正弦定理 b
sin B = c

sin C を
用いる．両辺に sin 30◦ を掛け
ると，c = 2

sin 45◦ · sin 30◦

◀ c = 2
1√
2

· 1
2

A

B C

c 2

30◦45◦

105◦

また，
√
2

sin 30◦ = 2R より，

R =
1

2
·
√
2÷ 1

2
=

√
2

(2) 正弦定理より，

3
√
2

sinA = 2 · 3

したがって，

sinA =
3
√
2

6
=

√
2

2

よって，0◦ < A < 180◦ より，A = 45◦, 135◦

◀ 正弦定理 a
sin A = 2R を用

いる．

◀ 図のように，鋭角と鈍角の
2つの場合がある．

A

B C
A

3
√
2

◀ 三角形の内角の和は 180◦

である．

◀ 正弦定理 c
sin C = 2R を用

いる．

正弦定理
a

sinA
=

b

sinB
=

c

sinC
= 2R

問題 I4.2.1 ⋆ 解答 p.355

△ABC において，次の値を求めよ．ただし，外接円の半径を Rとする．
(1) a = 3, A = 60◦, C = 45◦ のとき，c, R
(2) R = 1, a =

√
3 のとき，A
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例題 I4.2.2 ⋆⋆余弦定理

△ABC において，次の値を求めよ．
(1) b = 5

√
2, c = 8, A = 45◦ のとき，a (2) a =

√
5, b =

√
2, c = 1 のとき，A

(3) a = 2
√
6, b = 4, A = 60◦ のとき，c  

 

解説動画

考え方 余弦定理を用いる．このとき，与えられた辺や角に応じて，(i)の形や (ii)の
形の等式を使うとよい．
(1) a2 = b2 + c2 − 2bc cosAを用いる．
(2) cosA = b2+c2−a2

2bc を用いる．
(3) a2 = b2 + c2 − 2bc cosAを用いる．

(i)

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

(ii)

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc

解答

(1) 余弦定理より，

a2 = (5
√
2)2 + 82 − 2 · 5

√
2 · 8 · cos 45◦

= 50 + 64− 80
√
2 · 1√

2

= 114− 80 = 34

よって，a > 0より，a =
√
34

◀ a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

◀ 辺の長さは正であるから，
a > 0

A

B C

8
5
√
2

a

45◦

(2) 余弦定理より，

cosA =
(
√
2)2 + 12 − (

√
5)2

2 ·
√
2 · 1

=
2 + 1− 5

2
√
2

=
−2

2
√
2
= − 1√

2

よって，0◦ < A < 180◦ であるから，A = 135◦

◀ cosA = b2+c2−a2

2bcA

B C

1

√
5

√
2

135◦

(3)余弦定理より，(2
√
6)2 = 42+c2−2·4·c·cos 60◦

したがって，c2 − 4c− 8 = 0

これを解くと，c = 2± 2
√
3

よって，c > 0より，c = 2 + 2
√
3

◀ a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

◀ 辺の長さは正であるから，
c > 0

A

B C
2
√
6

4
c 60◦

余弦定理

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA, b2 = c2 + a2 − 2ca cosB, c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
, cosB =

c2 + a2 − b2

2ca
, cosC =

a2 + b2 − c2

2ab

問題 I4.2.2 ⋆⋆ 解答 p.356

△ABC において，次の値を求めよ．
(1) a = 6, b = 4, C = 120◦ のとき，c (2) a = 5, b = 7, c = 8 のとき，B

(3) a = 2, c =
√
6, C = 60◦ のとき，b
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例題 I4.2.3 ⋆⋆三角形の辺と角 1

次の場合について，△ABCの残りの辺の長さと角の大きさを求めよ．
(1) b = 2

√
3, c = 3−

√
3, A = 120◦ (2) a =

√
2, b = 2, c =

√
3− 1

 

 

解説動画

考え方 与えられた辺や角に応じて，余弦定理（正弦定理）を利用する．正弦定理，余弦定理のいずれかを使うかの判断
は，与えられた辺や角を図示して考えるとよい．なお，一般に， 2つの角と 1辺 が与えられているときは 正弦定理 を
使い， 3辺 や 2辺とその間の角 が与えられているときは 余弦定理 を使うとよい．

解答
(1) 余弦定理より，

a2 = (2
√
3)2 + (3−

√
3)2 − 2 · 2

√
3 · (3−

√
3) · cos 120◦ = 18

したがって，a > 0 であるから，a =
√
18 = 3

√
2

余弦定理より，

cosB =
(3−

√
3)2 + (3

√
2)2 − (2

√
3)2

2 · (3−
√
3) · 3

√
2

=
1√
2

ゆえに，B = 45◦

A

B C

3−
√
3

2
√
3

3
√
2

120◦

45◦ 15◦

よって，C = 180◦ − (120◦ + 45◦) = 15◦

(2) 余弦定理より，

cosA =
22 + (

√
3− 1)2 − (

√
2)2

2 · 2 · (
√
3− 1)

=
6− 2

√
3

2 · 2(
√
3− 1)

=
2
√
3(
√
3− 1)

2 · 2(
√
3− 1)

=

√
3

2

したがって，A = 30◦

余弦定理より，

cosB =
(
√
3− 1)2 + (

√
2)2 − 22

2 · (
√
3− 1) ·

√
2

=
2− 2

√
3

2
√
2(
√
3− 1)

=
−2(

√
3− 1)

2
√
2(
√
3− 1)

= − 1√
2

したがって，B = 135◦

A

B C

√
3− 1

√
2

2

30◦

15◦
135◦

よって，C = 180◦ − (30◦ + 135◦) = 15◦

◀ C = 180◦ − (A+B)

◀ cosB から考えてもよい．

◀ C = 180◦ − (A+B)

【余談】例えば，(1)は aを求めた後に B を求めるのに，次のように正弦定理を用いてもよい．
正弦定理より， 3

√
2

sin 120◦ = 2
√
3

sinB であるから，sinB = 2
√
3 sin 120◦

3
√
2

= 1√
2

A = 120◦ より，0◦ < B < 60◦ である から，B = 45◦ となり，C = 180◦ − (120◦ + 45◦) = 15◦

このように，与えられた辺や角によって，自在に正弦定理と余弦定理を扱うことができるようになるとよい．
ただし，sinB = 1√

2
となる B は 45◦, 135◦ などと，2通りの可能性が導かれることもあるので，辺や角度の

大小関係についての吟味を忘れないように注意すること．
問題 I4.2.3 ⋆⋆ 解答 p.357 ▶ 節末 I4.2.2
次の場合について，△ABCの残りの辺の長さと角の大きさを求めよ．
(1) b =

√
6−

√
2, c = 2, A = 135◦ (2) a = 2

√
2, b = 2, c =

√
6 +

√
2
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例題 I4.2.4 ⋆⋆三角形の辺と角 2

△ABCにおいて，b = 2
√
3, c = 2, C = 30◦ のとき，残りの辺の長さと角の大きさを求

めよ．
 

 

解説動画

考え方 余弦定理を用いるとよい（正弦定理を用いた別解も考えられる）．三角形が 1通りに定まらない場合であるので，
場合分けをして考える．

解答
余弦定理より，22 = a2 + (2

√
3)2 − 2 · a · 2

√
3 · cos 30◦

したがって，a2 − 6a+ 8 = 0

ゆえに，(a− 2)(a− 4) = 0

これを解くと，a = 2, 4

(i) a = 4 のとき
余弦定理より，cosA = (2

√
3)2+22−42

2·2
√
3·2 = 0

したがって，A = 90◦

ゆえに，B = 180◦ − (90◦ + 30◦) = 60◦ ◀ B = 180◦ − (A+ C)

A

B C

2 2
√
3

4

60◦ 30◦

(ii) a = 2 のとき
余弦定理より，cosA = (2

√
3)2+22−22

2·2
√
3·2 =

√
3
2

したがって，A = 30◦

ゆえに，B = 180◦ − (30◦ + 30◦) = 120◦ ◀ B = 180◦ − (A+ C)

A

CB

2

2
√
3

2

120◦
30◦

30◦

よって，(i)，(ii)より，a = 4, A = 90◦, B = 60◦ または a = 2, A = 30◦, B = 120◦

【別解】正弦定理より， 2
√
3

sinB = 2
sin 30◦ であるから，sinB =

√
3 · sin 30◦ =

√
3
2

したがって，B = 60◦, 120◦

(i) B = 60◦ のとき，A = 180◦ − (60◦ + 30◦) = 90◦ であるから，a = 4

(ii) B = 120◦ のとき，A = 180◦ − (120◦ + 30◦) = 30◦

△ABC は，BA = BC の二等辺三角形であるから，a = 2

よって，(i)，(ii)より，a = 4, A = 90◦, B = 60◦ または a = 2, A = 30◦, B = 120◦

◀ いずれも a > 0 であるか
ら，場合分けをして考える．

◀ 有名な角の三角形となる．

【余談】正弦定理を用いた別解において，例題では有名な角の三角形や二等辺三角形であることを利用したが，
利用できない問題もある．そのような場合は，余弦定理や三平方の定理を用いた解法も考えられるが，第 1余
弦定理（既習の余弦定理は第 2余弦定理という）という定理が役に立つことがあるので下に紹介する．
第 1余弦定理

△ABC において，次のような関係式が成り立つ．

a = b cosC+c cosB, b = a cosC+c cosA, c = a cosB+b cosA

A

B CH

c b

a
c cosB b cosC

問題 I4.2.4 ⋆⋆ 解答 p.358 ▶ 節末 I4.2.2

△ABCにおいて，b = 2
√
2, c = 2, C = 30◦ のとき，残りの辺の長さと角の大きさを求めよ．
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例題 I4.2.5 ⋆⋆⋆正弦定理と余弦定理の利用

△ABC において，sinA : sinB : sinC = 5 : 8 : 7 が成り立つとき，2番目に大きい角の
大きさを求めよ．

 

 

解説動画

考え方 正弦定理 a
sin A = b

sinB = c
sin C = 2Rより，a : b : c = sinA : sinB : sinC と

なることを利用する．
また，2番目に大きい角は，角と辺の大小関係により，2番目に長い辺の対角を考え
ればよい．

B > C ⇐⇒ b > c, B = C ⇐⇒ b = c, B < C ⇐⇒ b < c
B C

A

小大

小
大bc

a

解答
正弦定理 a

sinA = b
sinB = c

sinC より，

a : b : c = sinA : sinB : sinC

これと sinA : sinB : sinC = 5 : 8 : 7より，

a : b : c = 5 : 8 : 7

したがって，2番目に長い辺は cであるから，C が
2番目に大きい角である．
a = 5k, b = 8k, c = 7k (k > 0) とおくと，余弦定
理より，

cosC =
(5k)2 + (8k)2 − (7k)2

2 · 5k · 8k

=
25k2 + 64k2 − 49k2

80k2

=
40k2

80k2
=

1

2

◀ k (k > 0)として，
a

5
=

b

8
=

c

7
= k

とおくと，a = 5k, b =

8k, c = 7k

したがって，b > c > aより，

B > C > A

よって，C が 2番目に大きい
角である．

A

B C

7k
8k

5k

60◦

0◦ < C < 180◦ より，C = 60◦

よって，2番目に大きい角の大きさは，60◦ である．
正弦定理

a
sin A

= b
sin B

= c
sin C

より，a : b : c = sinA : sinB : sinC

【余談】 a : b : c = sinA : sinB : sinC についての補足
a

sinA = b
sinB = c

sinC = 2Rより，a = 2R sinA, b = 2R sinB, c = 2R sinC
よって， a : b : c = 2R sinA : 2R sinB : 2R sinC = sinA : sinB : sinC が成り立つ．

問題 I4.2.5 ⋆⋆⋆ 解答 p.359

△ABC において，sinA : sinB : sinC = 3 : 5 : 7 が成り立つとき，最大の角の大きさを求めよ．
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例題 I4.2.6 ⋆⋆⋆三角形の成立条件

△ABC において，AB = x, AC = x+ 1, BC = x+ 2 のとき，次の問いに答えよ．
(1) x のとり得る値の範囲を求めよ．
(2) △ABC が鈍角三角形となる x の値の範囲を求めよ．  

 

解説動画

考え方 (1)は，例えば，3辺の長さが 1
2 ,

3
2 ,

5
2 であるとき，右の図のようになり三角

形を作れない（辺の長さが足りない）．三角形ができるためには，a+ b > c が成り立
たなければならない．なお，解答では余弦定理を用いたが，A が鈍角⇐⇒ b2+c2 < a2

を用いても同じ結果が得られる．

1
2

3
2

5
2

One Point

A が鋭角 ⇔ cosA > 0 ⇔ b2 + c2 > a2，A が直角 ⇔ cosA = 0 ⇔ b2 + c2 = a2，A が鈍角 ⇔ cosA < 0 ⇔ b2 + c2 < a2

解答
(1) x < x+ 1 < x+ 2 であるから，三角形が成立する条件より，

x+ 2 < x+ (x+ 1)

よって，x のとり得る値の範囲は，x > 1 · · · (i)
(2) 辺 BC が最大の辺であるから，鈍角三角形となる条件は A > 90◦，すなわち，
cosA < 0 である．
余弦定理より，

cosA =
x2 + (x+ 1)2 − (x+ 2)2

2x(x+ 1)
< 0

したがって，x2 + (x+ 1)2 − (x+ 2)2 < 0

整理すると，x2 − 2x− 3 < 0

ゆえに，(x− 3)(x+ 1) < 0

これを解くと，−1 < x < 3 · · · (ii)
よって，(i)，(ii)より，求める x の値の範囲は，1 < x < 3

◀ 最大の辺の長さは，他の 2
辺の長さの和より小さい．
◀ 三角形の成立する条件が成
り立つならば，3 辺の長さが
正である条件は考えなくてよ
い．

◀ 鈍角になることができるの
は，最大の角のみである．
◀ (i)より，分母が正であるか
ら，分子は負である．

三角形が成立する条件
a, b, c を 3辺の長さとする三角形が成立する⇐⇒ a < b+ c かつ b < c+ a かつ c < a+ b

⇐⇒ |b− c| < a < b+ c

⇐⇒ (最大の辺の長さ) < (他の 2辺の長さの和)

【注意】(1)では 3辺の長さが正である条件を考えなかったが，一般に，a < b+c · · · (i), b < c+a · · · (ii), c < a+b

が成り立つとき，a > 0, b > 0, c > 0 も成り立つ．
例えば，(i)と (ii)の辺々を足し合わせると，a+ b < a+ b+ 2c

よって，0 < 2c，すなわち，c > 0が成り立つ．同様に，a > 0, b > 0も成り立つことがわかる．

問題 I4.2.6 ⋆⋆⋆ 解答 p.360 ▶ 節末 I4.2.4

3辺の長さが 2, 3, xである三角形について，次の問いに答えよ．
(1) xのとり得る値の範囲を求めよ．
(2) この三角形が鈍角三角形となるような xの値の範囲を求めよ．
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例題 I4.2.7 ⋆⋆⋆三角形の形状の決定

次の等式が成り立つとき，△ABC はどのような三角形か．
(1) sin2A+ sin2B = sin2(A+B) (2) a cosA+ b cosB = c cosC

 

 

解説動画

考え方 a, b, c, A, B, C のような辺や角についての等式が条件として与えられたとき， 角より辺の方が扱いやすい こ
とが多い．正弦定理や余弦定理を用いて，a, b, cを用いた 辺のみの式 にするとよい．

解答
(1) sin(A+B) = sin (180◦ − C) = sinC より，与えられた式は，

sin2A+ sin2B = sin2C · · · (i)

△ABC の外接円の半径を R とすると，正弦定理より，

sinA =
a

2R
, sinB =

b

2R
, sinC =

c

2R

(i)に代入すると， ( a

2R

)2
+

(
b

2R

)2

=
( c

2R

)2
したがって，a2 + b2 = c2

よって，△ABCは，C = 90◦ の直角三角形
(2) a cosA+ b cosB = c cosC · · · (i)とする．
余弦定理より，

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
, cosB =

c2 + a2 − b2

2ca
, cosC =

a2 + b2 − c2

2ab

(i)に代入すると，

a · b
2 + c2 − a2

2bc
+ b · c

2 + a2 − b2

2ca
= c · a

2 + b2 − c2

2ab

両辺に 2abc を掛けると，

a2
(
b2 + c2 − a2

)
+ b2

(
c2 + a2 − b2

)
= c2

(
a2 + b2 − c2

)
整理すると，a4 − 2a2b2 + b4 − c4 = 0

したがって，(a2 − b2
)2 − (c2)2 = 0

ゆえに，(a2 − b2 − c2
) (
a2 − b2 + c2

)
= 0

したがって，a2 − b2 − c2 = 0 または a2 − b2 + c2 = 0

すなわち，a2 = b2 + c2 または b2 = a2 + c2

よって，△ABCは，A = 90◦ または B = 90◦ の直角三角形

◀ A+B + C = 180◦

◀

◀ A2−2AB+B2 = (A−B)2

◀ A2−B2 = (A+B)(A−B)

◀

A

B

C

c

b

a

B

C

A

a

c

b

C

A

B

b

a

c

問題 I4.2.7 ⋆⋆⋆ 解答 p.361 ▶ 節末 I4.2.5

次の等式が成り立つとき，△ABC はどのような三角形か．
(1) a sinA = b sinB (2) sinA cosA = sinB cosB
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節末問題 4.2 正弦定理と余弦定理

節末 I4.2.1 ⋆⋆ 解答（節末）p.362

△ABC の頂点 A, B, C の対辺をそれぞれ a, b, c とする．C = 60◦のとき， b
c2−a2 +

a
c2−b2

の値を求めよ．

節末 I4.2.2 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.362 ▶ 例題 I4.2.3 ▶ 例題 I4.2.4

△ABCにおいて，b = 2, c =
√
6, B = 45◦ のとき，残りの辺の長さと角の大きさを求め

よ．

節末 I4.2.3 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.363

△ABC において，(b + c) : (c + a) : (a + b) = 4 : 5 : 6, R =
√
3 が成り立つとき，

cosA, a, b, cを求めよ．

節末 I4.2.4 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.363 ▶ 例題 I4.2.6

△ABC において，AB = x− 1, AC = x, BC = x+ 1 のとき，次の問いに答えよ．
(1) x のとり得る値の範囲を求めよ．
(2) △ABC が鈍角三角形となる x の値の範囲を求めよ．
(3) △ABC の 1つの内角が 120◦ であるとき，x の値，外接円の半径を求めよ．

節末 I4.2.5 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.364 ▶ 例題 I4.2.7

次の等式が成り立つとき，△ABC はどのような三角形か．

(a− b) sin2C = a sin2A− b sin2B
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4.3 図形の計量

4.3.1 三角形の面積
△ABC の面積を S とする．
(1) 2辺とその間の角が与えられているとき，

S =
1

2
bc sinA =

1

2
ca sinB =

1

2
ab sinC

C

A B

b a

c

b sinA

(2) ヘロンの公式

S =
»
s(s − a)(s − b)(s − c)

(
s =

a + b + c

2

)

◀ これは，鈍角のときも直角
のときも成り立つ．

C

A B

b

a

c

b sinA

4.3.2 三角形の面積と内接円
三角形の 3辺に接する円を，その三角形の内接円という．
△ABC の面積を S，内接円の半径を r とすると，

S =
1

2
(a+ b+ c)r

B C

A

I
c b

a

r ||

||||

◀ △ABC = △IBC +

△ICA +△IAB より，

S =
1

2
ar +

1

2
br +

1

2
cr
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例題 I4.3.1 ⋆⋆三角形の面積

次のような △ABC の面積 S を求めよ．
(1) a = 4, c =

√
6, B = 60◦ (2) a = 7, b = 6, c = 5

 

 

解説動画

考え方 2辺とその間の角 が与えられているとき，三角形の面積の公式を用いることができる．

△ABC =
1

2
bc sinA =

1

2
ca sinB =

1

2
ab sinC

(2) 3 辺の長さが与えられていることから，余弦定理を用いて cosA を求め，求めた cosA と sin2A + cos2A = 1 より，
sinAを求める．すると，三角形の面積の公式△ABC = 1

2bc sinAを用いることができる．なお，別解のように，ヘロン
の公式を用いても解くことができる．

解答
(1) 求める△ABCの面積 S は，

S =
1

2
ca sinB =

1

2
· 4 ·

√
6 · sin 60◦ =

1

2
· 4 ·

√
6 ·

√
3

2
=

√
18 = 3

√
2

(2) 余弦定理より，cosA = 62+52−72

2·6·5 = 1
5

sin2A+ cos2A = 1, sinA > 0 より，

sinA =
√
1− cos2A =

√
1−

(
1

5

)2

=

…
24

25
=

2
√
6

5

よって，求める△ABCの面積 S は，

S =
1

2
bc sinA =

1

2
· 6 · 5 · 2

√
6

5
= 6

√
6

◀ A は三角形の内角である
から，0◦ < A < 180◦ より，
sinA > 0

A

B C

5

7

6

【別解】ヘロンの公式より，s = 7+6+5
2 = 9 であるから，

S =
»
s(s− a)(s− b)(s− c)

=
»

9(9− 7)(9− 6)(9− 5)

=
√
9 · 2 · 3 · 4

=
√
216 = 6

√
6

よって，求める面積 S は，S = 6
√
6

◀

◀ cosB, cosC を求めてもよ
い．

◀ ヘロンの公式は，辺の長さ
が整数であるときなどに利用
しやすい．

A

B C

√
6

4

60◦

三角形の面積の公式

△ABC =
1

2
bc sinA =

1

2
ca sinB =

1

2
ab sinC

ヘロンの公式 · · · S =
»

s(s − a)(s − b)(s − c)

(
s =

a + b + c

2

)

問題 I4.3.1 ⋆⋆ 解答 p.365

次のような △ABC の面積 S を求めよ．
(1) a = 5, c =

√
10, B = 45◦ (2) a = 7, b = 5, c = 8
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例題 I4.3.2 ⋆⋆多角形の面積

(1) 半径 a の円に内接する正八角形の面積 S を求めよ．
(2) 1 辺の長さが 1 の正十二角形の面積 S を求めよ．

 

 

解説動画

考え方 正多角形をいくつかの三角形に分割することを考える．例題の場合，対角線によって合同な三角形に分けると
よい．

解答

(1) 右の図のように，正八角形を対角線によって 8
個の合同な三角形に分け，3 点 O，A，B をとると，

∠AOB = 360◦ ÷ 8 = 45◦

よって，求める面積 S は，

A
B

O

a

a
45◦

S = 8×△OAB = 8× 1

2
a2 sin 45◦ = 8×

√
2

4
a2 = 2

√
2a2

(2) 右の図のように，1辺の長さが 1の正十二角形
を対角線によって 12 個の合同な三角形に分け，3
点 O，A，B をとると，

∠AOB = 360◦ ÷ 12 = 30◦

OA = OB = a とすると，

A B

O

a
a

1

30◦

△OAB において，余弦定理より，

12 = a2 + a2 − 2a · a · cos 30◦

したがって，1 = (2−
√
3)a2

ゆえに，a2 = 1
2−

√
3
= 2+

√
3

(2−
√
3)(2+

√
3)

= 2 +
√
3

よって，求める面積 S は，S = 12×△OAB = 12× 1
2a

2 sin 30◦ = 6 + 3
√
3

◀ 一般に，半径 aの円に内接
する正 n角形の面積 S は，

S =
1

2
na2 sin 360◦

n

◀ AB2 = OA2 + OB2

− 2OA · OB · cos∠AOB

◀ aの値まで求めなくてよい
（a2 のまま扱うとよい）．

One Point
正多角形は，合同な三角形に分割して考える．

問題 I4.3.2 ⋆⋆ 解答 p.366 ▶ 節末 I4.3.1

(1) 1 辺の長さが 1 の正八角形の面積 S を求めよ．
(2) 半径 1 の円に内接する正十二角形の面積 S を求めよ．
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例題 I4.3.3 ⋆⋆三角形の内接円と外接円の半径

△ABC において，a = 3, b =
√
5, c = 2 とする．このとき，次の値を求めよ．

(1) cosB, sinB (2) △ABC の面積 S

(3) △ABC の内接円の半径 r (4) △ABC の外接円の半径 R
 

 

解説動画

考え方
(1) 3辺 が与えられているので，余弦定理によって cosB を求める．
(2) 2辺とその間の角 が与えられているので，S = 1

2ca sinB を用いる．
(3) △ABCの内接円の中心を I，半径を r とするとき，

△ABC = △IBC +△ICA +△IAB

よって，S = 1
2ar +

1
2br +

1
2cr =

1
2 (a+ b+ c)r

これと，(2)の結果を用いて半径 r を求める．
(4) 正弦定理を用いる．

(3)

B C

A

I

c b

a

r ||

||||

解答

(1) 余弦定理より，cosB = 22+32−(
√
5)2

2·3·2 = 2
3

また，sinB > 0 より，

sinB =

√
1−

(
2

3

)2

=

√
5

3

(2) 求める△ABCの面積 S は，

S =
1

2
ca sinB =

1

2
· 3 · 2 ·

√
5

3
=

√
5

(3) (2)，S = 1
2r(a+ b+ c)より，

√
5 =

1

2
r(3 +

√
5 + 2)

よって，
r =

2
√
5

5 +
√
5
=

2
√
5(5−

√
5)

20
=

√
5 − 1

2

(4) 正弦定理より，

R =
b

2 sinB =
√
5÷

(
2 ·

√
5

3

)
=

3

2

よって，外接円の半径は，R = 3
2

◀ cosB = c2+a2−b2

2ca

◀ sin2 B + cos2 B = 1

◀ 分母を有理化する．

◀ 2R = b
sin B より，

R =
b

2 sinB

問題 I4.3.3 ⋆⋆ 解答 p.367 ▶ 節末 I4.3.2

△ABC において，a = 4, b = 5, c = 6 とする．このとき，次の値を求めよ．
(1) cosA, sinA (2) △ABC の面積 S

(3) △ABC の内接円の半径 r (4) △ABC の外接円の半径 R
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例題 I4.3.4 ⋆⋆円に内接する四角形 1

円に内接する四角形 ABCD において, AB = 4, BC = 3, CD = 1, ∠ABC = 60◦ とす
る．このとき，次の値を求めよ．
(1) 対角線 AC の長さ (2) AD の長さ (3) 四角形 ABCD の面積  

 

解説動画

考え方
(1) 2辺とその間の角が与えられているので，余弦定理を用いる．
(2) 円に内接する四角形の対角の和は 180◦ であることを用いる． B +D = 180◦ より，D を求めて，△ACD において
余弦定理を用いる．
(3) 2 つの三角形 △ABC, △ACDに分けて ，それぞれに対して三角形の面積の公式を用いる．

解答
(1) △ABC において，余弦定理より，AC2 = 42 + 32 − 2 · 4 · 3 · cos 60◦ = 13

よって，AC > 0 より，AC =
√
13

(2) 四角形 ABCD は円に内接するから，

D = 180◦ −B = 180◦ − 60◦ = 120◦

したがって，△ACD において，余弦定理より，

(
√
13)2 = 12 + AD2 − 2 · 1 · AD · cos 120◦

◀

A

B C

D

4

3

√
13

1

3

60◦

120◦

整理すると，AD2 + AD − 12 = 0より，(AD + 4)(AD − 3) = 0

よって，AD > 0より，AD = 3

(3) 四角形 ABCD の面積を S とすると，

S = △ABC +△ACD

=
1

2
· 4 · 3 · sin 60◦ +

1

2
· 1 · 3 · sin 120◦

=
1

2
· 4 · 3 ·

√
3

2
+

1

2
· 1 · 3 ·

√
3

2
=

15
√
3

4

◀ 四角形の面積は，2つの三
角形の面積の和と考えられる．
◀ 2 辺の長さが a, b であり，
その間の角が θ のとき，三角
形の面積 S は，S = 1

2ab sin θ

A

B
C

D

和が 180◦

【余談】覚えて利用するようなものではないが，円に内接する四角形の面積を求める公式として，次のようなブ
ラマグプタの公式がある．ブラマグプタの公式は，d = 0のとき，ヘロンの公式と一致する．
ブラマグプタの公式

円に内接する四角形の 4 辺の長さを a, b, c, d とし，2s = a+ b+ c+ d

とすると，四角形の面積 S は

S =
»
(s− a)(s− b)(s− c)(s− d)

A

B C

D

a

b
c

d

問題 I4.3.4 ⋆⋆ 解答 p.367

円に内接する四角形 ABCD において，AB = 8, BC = 4, CD = 4, ∠BCD = 120◦ とする．このとき，次
の値を求めよ．
(1) 対角線 BD の長さ (2) AD の長さ (3) 四角形 ABCD の面積
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例題 I4.3.5 ⋆⋆⋆円に内接する四角形 2

円に内接する四角形 ABCD において，AB = 2, BC = 4, CD = 3, DA = 2 とする．こ
のとき，次の値を求めよ．
(1) cosB (2) 四角形 ABCD の面積 S

 

 

解説動画

考え方 円に内接する四角形の対角の和は 180◦ であることを用いる．△ABC と △ACD に余弦定理をそれぞれ用いて，
AC2 を 2 通りに表す．また，sin (180◦ − θ) = sin θ, cos (180◦ − θ) = − cos θ を用いて式変形する．

解答

(1) 四角形 ABCD は円に内接するから，

D = 180◦ −B

△ABC において，余弦定理より，

AC2 = 22 + 42 − 2 · 2 · 4 · cosB
= 20− 16 cosB · · · (i)

◀ B +D = 180◦
A

B C

D

2

4

3

2
180◦ −B

△ACD において，余弦定理より，

AC2 = 32 + 22 − 2 · 3 · 2 · cos (180◦ −B) = 13 + 12 cosB · · · (ii)

(i)，(ii) より，20− 16 cosB = 13 + 12 cosB
よって，cosB = 1

4

(2) sinB > 0 より，

sinB =

√
1−

(
1

4

)2

=

…
16− 1

16
=

√
15

4

また，sinD = sin (180◦ −B) = sinB =
√
15
4

よって，求める四角形 ABCD の面積 S は，

S = △ABC +△ACD

=
1

2
· 2 · 4 · sinB +

1

2
· 3 · 2 · sinD

=
1

2
· 2 · 4 ·

√
15

4
+

1

2
· 3 · 2 ·

√
15

4
=

7
√
15

4

◀ cos (180◦ − θ) = − cos θ

◀ sin2 B + cos2 B = 1

◀ sin (180◦ − θ) = sin θ

◀ 四角形の面積は，2つの三
角形の面積の和と考えられる．

問題 I4.3.5 ⋆⋆⋆ 解答 p.368 ▶ 節末 I4.3.3

円に内接する四角形 ABCD において，AB = 3, BC =
√
2, CD =

√
2, DA = 1 とする．このとき，次の

値を求めよ．
(1) cosB (2) 四角形 ABCD の面積 S
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例題 I4.3.6 ⋆⋆角の二等分線の長さ

△ABC において，AB = 4, BC = 8, CA = 6 とする．∠A の二等分線が辺 BC と交わる
点を D，∠B の二等分線が線分 AD と交わる点を I とする．このとき，次の値を求めよ．
(1) 線分 AD の長さ (2) 線分 AI の長さ

 

 

解説動画

考え方 角の二等分線の性質 AB : AC = BD : DCを用いる（数学 Aで学習する）．
また，(1)は，△ABCと△ABDにおいて余弦定理をそれぞれ用いて，ADの長さを
求める．

A

B CD

• •

解答
(1) △ABC において，線分 AD は ∠A の二等分線
であるから，

BD : DC = AB : AC = 4 : 6 = 2 : 3

BC = 8より，

BD =
2

2 + 3
BC =

2

5
· 8 =

16

5

A

B CD

I
• •

◦◦

4

8

6

△ABC において，余弦定理より，

cosB =
AB2 + BC2 − CA2

2AB · BC =
42 + 82 − 62

2 · 4 · 8
=

11

16

△ABD において，余弦定理より，

AD2 = AB2 + BD2 − 2AB · BD · cosB = 42 +

(
16

5

)2

− 2 · 4 · 16
5

· 11
16

=
216

25

よって，AD > 0 より，AD = 6
√

6
5

(2) △ABD において，線分 BI は ∠B の二等分線であるから，

AI : ID = AB : BD = 4 :
16

5
= 5 : 4

よって，AI = 5
5+4AD = 5

9 ×
6
√
6

5 = 2
√

6
3

◀ 先に，cosB を求める．

◀ 求めた cosBを用いて，AD
の長さを求める．

◀ 辺の長さは正であるから，
AD > 0

問題 I4.3.6 ⋆⋆ 解答 p.369

△ABC において，AB = 4, BC = 6, CA = 5 とする．∠A の二等分線が辺 BC と交わる点を D，∠B の二
等分線が線分 AD と交わる点を I とする．このとき，次の値を求めよ．
(1) 線分 AD の長さ (2) 線分 AI の長さ
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例題 I4.3.7 ⋆⋆中線定理

(1) △ABC において，辺 BC の中点を M とする．このとき，

AB2 + AC2 = 2
(
AM2 + BM2

)
が成り立つことを証明せよ．
(2) AB = 4, BC = 8, CA = 5 である △ABC において，辺 BC の中点を Mとすると
き，線分 AM の長さを求めよ．

 

 

解説動画

考え方 △ABC において，辺 BC の中点を M とするとき，AMを中線といい，AB2 + AC2 = 2
(

AM2 + BM2
)
を中線

定理という（ハップスの中線定理ともいう）．∠AMB = θ, ∠AMC = 180◦ − θ とすると，cos (180◦ − θ) = − cos θ を利
用して証明することができる．

解答
(1) ∠AMB = θ とすると，∠AMC = 180◦ − θ

△ABM において，余弦定理より，

AB2 = AM2 + BM2 − 2 · AM · BM · cos θ · · · (i)

△ACM において，余弦定理より，

A

B CM

θ
180◦ − θ

|| ||

AC2 = AM2 + CM2 + 2 · AM · CM · cos(180◦ − θ) · · · (ii)

(i)と (ii)の辺々を足し合わせると，BM = CMより，

AB2 + AC2 = 2
(
AM2 + BM2

)
− 2AM · BM{cos θ + cos (180◦ − θ)}

= 2
(
AM2 + BM2

)
− 2AM · BM(cos θ − cos θ)

= 2
(
AM2 + BM2

)
■

(2) AB = 4, BM = 1
2BC = 4, AC = 5とすると，(1)より，

42 + 52 = 2
(
AM2 + 42

)
したがって，AM2 = 9

2

よって，AM > 0より，AM = 3√
2

A

B CM

4 5

44
|| ||

◀ cos (180◦ − θ) = − cos θ

◀ 中線定理を用いると，楽
に中線の長さを求めることが
できる．中線定理を用いずに，
△ABC,△ABM でそれぞれ
余弦定理を用いたり，三平方
の定理を用いたりしてもよい
が，計算に手間が掛かる．

問題 I4.3.7 ⋆⋆ 解答 p.369

AB = 5, BC = 10, CA = 6 である △ABC において，辺 BC の中点を Mとするとき，線分 AM の長さを
求めよ．
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例題 I4.3.8 ⋆⋆空間図形の測量

水平な地面に垂直に立つ木があり，木の頂点を A，その真下の地面上の点を D とする．ま
た，地面上で互いに 80 m 離れた 2 点 B，C を定め，∠ABC, ∠ACB, ∠ACD を測定し
たところ，それぞれ 75◦, 60◦, 30◦ であった．このとき，木の高さ ADを求めよ．  

 

解説動画

考え方 与えられた値を三角形の辺や角として考えると，空間図形が現れる．空間図形の問題は，平面図形を取り出して 考
えるとよい．与えられている辺や角に応じて，どの平面図形（三角形）に注目するかを考える．

解答
△ABC において，

∠BAC = 180◦ − (75◦ + 60◦) = 45◦

正弦定理より，

80

sin 45◦
=

AB
sin 60◦

したがって，

AB =
80

sin 45◦
· sin 60◦ = 80÷ 1√

2
·
√
3

2
= 40

√
6

◀ ∠BAC = 45◦ に注目す
ると，AB の値を求めやすい
（75◦ を扱わないで済む）．先
に正弦定理を用いて ABの値
を求め，次に余弦定理を用い
て ACの値を求める．

A

B

C

D75◦

60◦ 30◦80

AC = xとすると，余弦定理より，

(40
√
6)2 = 802 + x2 − 2 · 80 · x · cos 60◦

ゆえに，x2 − 80x− 3200 = 0

これを解くと，x = 40± 40
√
3

したがって，x > 0より，x = 40 + 40
√
3

◀ 平面図形を取り出して考え
るとよい．また，扱いやすさの
ために ACを xとおいている．

A

B C

75◦ 60◦

45◦

80

40
√
6 x

すなわち，AC = 40 + 40
√
3

△ACD おいて，

AD = AC·sin 30◦ =
(
40 + 40

√
3
)
·1
2
= 20+20

√
3

よって，木の高さは，AD = 20 + 20
√
3 (m)

◀ sin 30◦ = AD
AC

C

A

D

40 + 40
√
3

30◦

One Point
空間図形の問題は，平面図形を取り出して考える．

問題 I4.3.8 ⋆⋆ 解答 p.370

水平な地面に垂直に立つ木があり，木の頂点を A，その真下の地面上の点を D とする．また，地面上で互い
に 200 m 離れた 2 点 B，C を定め，∠ABC, ∠ACB, ∠ACD を測定したところ，それぞれ 75◦, 60◦, 60◦

であった．このとき，木の高さ ADを求めよ．
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例題 I4.3.9 ⋆⋆⋆円錐に内接する球

右の図のように，底面の半径 3，高さが 4の直円錐があり，球 O と
側面，底面の中心 M で接している．このとき，次の問いに答えよ．
(1) 円錐の母線の長さを求めよ．
(2) 球 O の半径を求めよ．
(3) 球 O の体積 V と表面積 S を求めよ．

A

B C

O

M

4

 

 

解説動画

考え方 円錐の頂点 Aと底面の円の中心Mを通るように，円錐を切った平面図形の
切断面を考える（平面図形を取り出す）．
(1) 右の図のような二等辺三角形 ABC（直円錐）において，辺 ABのような回転体の
側面をつくる線分を母線という．
(2) 球の半径は△ABC の内接円の半径に一致することを利用する．
(3) 球の体積と表面積の公式 V = 4

3πr
3, S = 4πr2 と (2)の結果を利用する．

A

B CM

O

||

|| ||

解答

A と M を通る平面で円錐を切った切断面は，右の
図のようになる．
(1) 求める母線の長さは，√

BM2 + AM2 =
√

32 + 42 = 5 ◀ 三平方の定理を用いる．

A

B CM

O4

3

r r

r

(2) 球 O の半径を r，△ABCの面積を S′ とすると，

S′ =
1

2
r(AB + BC + CA) =

1

2
r(6 + 2 · 5) = 8r

S′ = 1
2 · 6 · 4 = 12であるから，8r = 12

よって，r = 3
2

(3) (2) より，V = 4
3π
(
3
2

)3
= 9

2
π, S = 4π

(
3
2

)2
= 9π

◀ S′ = 1
2r(a+ b+ c)

◀ S′ = 1
2BC · AM

◀ 球の体積は V = 4
3πr

3，表
面積は S = 4πr2

One Point
考えやすい平面で，切断面を考える．

問題 I4.3.9 ⋆⋆⋆ 解答 p.371 ▶ 節末 I4.3.5

右の図のように，底面の半径 5，高さが 12 の直円錐があり，球 O と側面，底面の中心
M で接している．このとき，次の問いに答えよ．
(1) 円錐の母線の長さを求めよ．
(2) 球 O の半径を求めよ．
(3) 球 O の体積 V と表面積 S を求めよ．

A

B C

O

M

12
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例題 I4.3.10 ⋆⋆⋆⋆正四面体の計量

1 辺の長さが a の正四面体 OABC において，辺 BC の中点を M とし，∠OMA = θ と
する．また，頂点 O から平面 ABC に垂線 OHを下ろす．このとき，次の値を求めよ．
(1) cos θ (2) 正四面体の体積 V

(3) 正四面体の内接球の半径 r (4) 正四面体の外接球の半径 R

 

 

解説動画

考え方 平面図形を取り出して考える．また，図形の対称性を考えて，その性質を利用して値を求めるとよい．(3)は，内接
球の中心を Iとし，OI，AI，BI，CIで正四面体を三角錐に分割すると，それぞれの 三角錐の高さが内接球の半径になる こ
とを利用する．(4)は，対称性から， 内接球の中心と外接球の中心が一致する ことを利用する．

解答

(1)△OBC，△ABC は 1 辺の長さ a の正三角形で
あるから，OM = AM =

√
3
2 a

△OAMにおいて，余弦定理より，

cos θ =

(√
3
2 a
)2

+
(√

3
2 a
)2

− a2

2 ·
√
3
2 a ·

√
3
2 a

=
1

3

◀ (1)，(2)を用いて，(3)，(4)
は下の図のような内接球，外
接球の半径を求める．

A

B

C

O

H M

(2)

sin θ =
√

1− cos2 θ =

√
1−

(
1

3

)2

=
2
√
2

3

△OMH において，OH = OM sin θ =
√
3
2 a ·

2
√
2

3 =
√
6
3 a

O

H M

√
3

2 a

θ

△ABC の面積を S とすると，S = 1
2 · a · a · sin 60◦ = 1

2a
2 ·

√
3
2 =

√
3
4 a

2

よって，V = 1
3 · S · OH = 1

3 ·
√
3
4 a

2 ·
√
6
3 a =

√
2

12
a3

(3) 内接球の中心を I とすると，

V = (三角錐 IOAB) + (三角錐 IOAC) + (三角錐 IOBC) + (三角錐 IABC)

=
1

3
△OAB · r + 1

3
△OAC · r + 1

3
△OBC · r + 1

3
△ABC · r

=
1

3
(△OAB +△OAC +△OBC +△ABC)r =

1

3
· 4Sr

よって，(1)，(2)より，
√
2

12 a
3 = 1

3 · 4 ·
√
3
4 a

2 · r であるから，r =
√

6
12

a

(4) 図形の対称性より，内接球の中心と外接球の中心は一致する．
また，内接球の中心 I は OH 上にあるから，OH =

√
6
3 a, IH = r =

√
6

12 a

したがって，IH = 1
4OH となり，I は OH を 3 : 1 に内分する点になる．

よって，R = IO = 3
4OH = 3

4 ·
√
6
3 a =

√
6

4
a

◀ 正四面体 OABCを三角錐
に分割すると，4 つの三角錐
の高さは内接球の半径になる．

◀

A

B

C

O

H

I
r

A

B

C

O

I

A

B

C

II I

I

O O

O

H

r

A

B

C

O

H

I

問題 I4.3.10 ⋆⋆⋆⋆ 解答 p.371 ▶ 章末 I4.5

四面体 ABCD において，△BCD は 1 辺の長さが 4 の正三角形であり，∠ADB = ∠ADC = 90◦,AD = 2

である．このとき，頂点 D から平面 ABC に下ろした垂線 DH の長さを求めよ．
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例題 I4.3.11 ⋆⋆⋆空間図形における最短距離

底面の中心が Oで半径が 3，高さが 6
√
2 の直円錐がある．直円錐の頂点を

A，底面の直径の両端を B，C とし，線分 AC 上に AP = 3 となる点 P を
とる．側面上において，点 B から点 P までに至る最短距離を求めよ．

A

B C
O

P
6
√
2

3

3

 

 

解説動画

考え方 直円錐の側面が曲面であることから，そのまま考えようとしても 最短距離 を求めにくい．そこで，展開図を用い
て， 平面図形を取り出して 考える．2点 B，Pの 最短距離 は，展開図における 2点を結ぶ線分の長さ となることから，
線分 BPの長さを求めればよい．

解答

側面を直線 AB に沿って切り開いた展開図は，右の図
のように，中心 A，半径 AB の扇形となる．
三角形 ABO において，BO = 3, AO = 6

√
2 より，

AB =
»
32 + (6

√
2)2 = 9

◀ 三平方の定理を用いる．

A

B

C

P B′

9
3

求める 最短距離 の長さは，展開図において，線分 BP の長さである．
弧 BCB′ の長さは，2π · 3 = 6π

扇形の半径は 9 であるから，中心角 ∠BAB′ は，

∠BAB′ = 360◦ × 6π

2π · 9
= 120◦

したがって，∠BAC = 60◦

△ABP において，余弦定理より，

BP2 = 92 + 32 − 2 · 9 · 3 · cos 60◦ = 90− 54 · 1
2
= 63

よって，BP > 0より，BP = 3
√
7

◀ 弧 BCB′ の長さは，底面の
円の円周に等しい．

◀ ∠BAC = ∠BAP = 60◦

A

OB

6
√
2

3

問題 I4.3.11 ⋆⋆⋆ 解答 p.372

底面の中心が Oで半径が 2，高さが 2
√
15 の直円錐がある．直円錐の頂点を A，底面の

直径の両端を B，C とし，線分 AC 上に AP =
√
2 となる点 P をとる．側面上におい

て，点 B から点 P までに至る最短距離を求めよ．

A

B CO

P

2
√
15

√
2

2

191

https://www.youtube.com/watch?v=5flMkd4sZcc


数学 I
4.3

4 図形と計量 4.3 図形の計量

節末問題 4.3 図形の計量

節末 I4.3.1 ⋆⋆ 解答（節末）p.373 ▶ 例題 I4.3.2

半径 a の円に内接する正 n 角形の面積，および外接する正 n 角形の面積を，それぞれ a

と n を用いて表せ．

節末 I4.3.2 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.374 ▶ 例題 I4.3.3

△ABC において, sinA
13 = sinB

8 = sinC
7 が成り立つとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) cosA, sinA の値を求めよ．
(2) △ABC の内接円の半径が 1のとき，△ABC の面積，△ABC の外接円の半径を求めよ．

節末 I4.3.3 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.375 ▶ 例題 I4.3.5

円に内接する四角形 ABCD がある．AB = 3, BC = CD =
√
3, DA = 2 とする．このと

き，次の問いに答えよ．
(1) cos∠BAD と対角線 BD の長さを求めよ．
(2) 2 つの対角線 AC と BD の交点を E とする．BE : ED と BE の長さを求めよ．

節末 I4.3.4 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.376

AB =
√
6, AD =

√
3, AE = 1 である右の図のような直

方体 ABCD−EFGH がある．このとき，次の値を求めよ．
(1) ∠ACF
(2) △ACF の面積
(3) 四面体 BAFC の体積
(4) B から平面 AFC に下ろした垂線の長さ

√
3

√
6

1

A
B

CD

E F

GH

節末 I4.3.5 ⋆⋆⋆ 解答（節末）p.376 ▶ 例題 I4.3.9

底面の半径
√
5 の直円錐に半径 1 の球が内接している．このとき，この直円錐の体積を求

めよ．
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章末問題 4 図形と計量

4.4 章末問題 4
章末 I4.1 ⋆⋆ 解答（章末）p.377 ▶ 例題 I4.1.8

sin θ + cos θ = 1√
5
のとき，tan3 θ + 1

tan3 θ の値を求めよ．

章末 I4.2 ⋆⋆⋆⋆ 解答（章末）p.377 ▶ 例題 I4.1.15 ▶ 例題 I4.1.16

sin2 θ + 2a cos θ − 3 = 0 が 90◦ ≦ θ ≦ 180◦ の範囲に解をもつための定数 a の値の範囲を
求めよ．

章末 I4.3 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.378

三角形 ABC の辺 BC を 8 : 5 に内分する点を D とする．AB = 7, AC = 5
√
3, AD = 5

であるとき，次の値を求めよ．
(1) ∠ADB の大きさ (2) △ABC の面積

章末 I4.4 ⋆⋆⋆⋆ 解答（章末）p.379

1辺の長さが 3の正三角形 ABCがある．辺 AB，AC上に，それぞれ頂点とは異なる点 D，
Eを，AD = CEを満たすようにとる．また，四角形 DBCEの面積を S とする．
(1) DEの長さの最小値を求めよ．
(2) 面積 S の最小値とそのときの ADの長さを求めよ．

章末 I4.5 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.380 ▶ 例題 I4.3.10

1 辺の長さが 6 の正四面体 ABCD について，辺 BC 上に BE : EC = 1 : 2 となるように
点 E をとり，辺 CD の中点を M，∠EAM = θ とする．このとき，次の値を求めよ．
(1) cos θ (2) △AEM の面積 S
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Column 3 ～解説動画の視聴のすすめ～
本書と YouTubeチャンネル「Onemath」を活用するためのコツをお伝えします．例題の解説動画を視聴す
ることで，より効率よく学習を進められます．動画を活用し，自分のペースで理解を深めてみてください．

【動画を流し見して全体像をつかむ】
YouTubeチャンネル「Onemath」で提供されている解説動画を気軽に流し
見してみましょう．習った（学んだ）内容を見ても良いですし，これから習
う（学ぶ）単元の内容の様子見でも構いません．雰囲気や内容をざっと確認
することで，全体像がつかむことができますし，動画を見ることによって
より記憶を定着させることができます．

私の声だよ！（自称）

解説動画は Oneちゃんの声？

【コメント欄で疑問を解決する】
動画ごとのコメント欄は，他の学習者と交流したり疑問を質問したりする
ための便利な場です．「この解説のこの部分がわからない」など，具体的な
質問を投稿すれば，他の視聴者や著者からアドバイスをもらえるかもしれ
ません．どんどんコメント欄で簡易的やり取りをして，気軽に意見や質問
を行い，学びを広げましょう．

これはね

なるほど！

コメント欄で疑問を解決

【苦手な問題はお気に入り登録】
復習が必要な問題や特に難しいと感じた解説動画には，YouTubeのお気に入り登録の機能を活用しましょ
う．気になるポイントをすぐに見返せるように整理しておくことで，効率的に弱点を克服できます．

【チャンネルの再生リストをフル活用】
チャンネル内の再生リストは，分野ごとや学習のレベルに応じて整理されています．自分のレベルや目標に
合わせて再生リストを順番に視聴しましょう．

【視聴履歴を復習ツールとして利用】
YouTubeの視聴履歴を復習ツールとして使うのも便利です．過去に見た動
画を振り返り，理解が不十分だった内容や忘れがちなポイントを重点的に
再確認することで，より効率的に知識を蓄積できます．

なるほど！

繰り返し見て記憶を定着
【学んだ内容をアウトプットして理解を深める】
解説動画を視聴してある程度理解できたら，ぜひ自分の言葉で説明し直してみましょう．ノートやアプリに
要点をまとめたり，SNS（気軽に投稿してください）や友人に「こんなふうに理解したよ」と共有するだけ
でも，アウトプットの過程でと自分の理解度を客観的に把握できます．複数人で学んでいる場合は，お互い
に解説したり問題を出し合ったりすると，さらに理解が深まります．動画をただ受け身で眺めるのではなく，
自分なりの言葉で表現することで，記憶と理解をグッと強固にする効果があります．ぜひ積極的に試してみ
てください．

これらのアイディアを取り入れることで，本書と YouTubeチャンネルの相乗効果を最大限に引き出し，楽
しく効率的に学習を進められるでしょう．ぜひ，毎日の学習習慣に組み込んでみてください！
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第 5章 データの分析 5章：データの分析（再生リスト）：

 

 

5 データの分析
1節 データの整理と分析（pp.196-214）

例題（問題）一覧
番号 難易度 1回目 2回目
I5.1.1 ⋆

I5.1.2 ⋆

I5.1.3 ⋆

I5.1.4 ⋆⋆

I5.1.5 ⋆⋆

I5.1.6 ⋆⋆

I5.1.7 ⋆⋆

I5.1.8 ⋆⋆

I5.1.9 ⋆⋆

I5.1.10 ⋆⋆

I5.1.11 ⋆⋆

I5.1.12 ⋆

I5.1.13 ⋆⋆

I5.1.14 ⋆⋆

節末問題 5.1
番号 難易度 1回目 2回目
I5.1.1 ⋆⋆

I5.1.2 ⋆⋆

I5.1.3 ⋆⋆

章末問題 5
番号 難易度 1回目 2回目
I5.1 ⋆⋆

I5.2 ⋆⋆

I5.3 ⋆⋆⋆

I5.4 ⋆⋆⋆

I5.5 ⋆⋆⋆

チェック例
◦ · · · 考え方を理解し，解くことができた． △· · · 理解が不十分である． × · · · 解くことができなかった．
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5.1 データの整理と分析

5.1.1 データの整理
(1)変量 · · · ある特性を数量的に表したもののこと．
(2) データ · · · 調査や実験などから得られた変量の観測値や測定値をまとめたもの
のこと．
(3) 度数分布表 · · · データの区間を設定し，その区間に入るデータの値の個数を表し
たもののこと．
(4) 階級 · · · 度数分布表で設定される区間のこと．区間の幅を階級の幅，階級の中央
の値を階級値という．
(5) 度数 · · · 各階級に含まれる値の個数のこと．
(6) 相対度数 · · · 各階級における度数の全体に対する割合のこと．
(7) 累積度数 · · · 各階級に対し，最初の階級からその階級までの度数を合計したもの
のこと．
(8) 累積相対度数 · · · 最初の階級からその階級までの相対度数を合計したものの
こと．
(9) ヒストグラム

度数分布表をもとに，縦軸に度数をとり，各階級の
度数を柱状のグラフで表したもののこと．

階級

度
数

◀ 階級の幅を狭くすると，与
えられた元のデータに近い度
数分布を得ることができるが，
その分だけデータの全体の分
布の特徴を把握することが難
しくなる．逆に，階級の幅を広
くすると，データの全体の特
徴を把握しやすくなるが，そ
の分だけ分布の詳細な部分を
理解することが難しくなる．

5.1.2 データにおける代表値
(1) 平均値 · · · 変量 x のとる値が n 個で，その値が，x1, x2, . . . , xn であるとき，
それらの総和を n で割った値を平均値といい，x で表す．

x =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

(2) 中央値（メジアン） · · · 変量 x の n 個の値を小さい方から順に並べたとき，中
央に位置する値のこと．
(3) 最頻値（モード）· · · データの値の中で，度数が最も大きい値のこと．

◀ (平均値) = (データの値の総和)
(データの値の個数)

◀ 同じ値が重複する場合も，
省略せずにすべて並べる．
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5.1.3 四分位数

データを大きさの順に並べて，4等分に
位置する 3つの値のことを四分位数と
いう．
第 1 四分位数 Q1 · · · 最小値を含む n

個のデータの中央値のこと．
第 2四分位数Q2 · · · 中央値のこと．
第 3 四分位数 Q3 · · · 最大値を含む n

個のデータの中央値のこと．

◀ 最小値，第 1四分位数，第
2四分位数，第 3四分位数，最
大値の 5つの値をまとめて 5
数要約という．

データの個数が偶数（2n）個の場合

Q1 Q2 Q3

n個 n個

最小 最大

データの個数が奇数（2n+ 1）個の場合

Q1 Q2 Q3

n個 n個

最小 最大

5.1.4 箱ひげ図
(1) 範囲 =最大値 −最小値
(2) 四分位範囲=第 3 四分位数−第 1 四
分位数
(3)四分位偏差 =四分位範囲 ÷2

(4) 5数要約（最小値，第 1 四分位数，中
央値，第 3 四分位数，最大値）を表すグラ
フを箱ひげ図という．
(5) 外れ値 · · · 他の値から極端にかけ離れ
た値のこと．外れ値の目安は，第 1 四分
位数から小さい方（または第 3 四分位数
から大きい方）へ四分位範囲の 1.5 倍以
上離れていることである．

最小値 最大値

第 2四分位数（中央値）

四分位範囲
範囲

第 1四分位数 第 3四分位数

外れ値

◀ 箱ひげ図上で，平均値を +

で表すこともある．また，箱
ひげ図を 90◦ 回転させて，縦
向きに示すこともある．

5.1.5 分散と標準偏差
変数 x についてのデータの値が n 個の値 x1, x2, · · · , xn であり，x1, x2, · · · , xn
の平均値を x とする．
(1) 偏差 · · · 各データの値から平均値を引いた値のこと．
(2) 偏差平方 · · · 偏差を 2乗した値のこと．
(3) 分散 s2 · · · 偏差平方の平均値のこと．
(4) 標準偏差 s · · · 分散の正の平方根のこと．
(5) 分散 s2 = (x1−x)2+(x2−x)2+···+(xn−x)2

n

標準偏差 s =
»

(x1−x)2+(x2−x)2+···+(xn−x)2

n

分散は，s2 = (x2の平均値)− (xの平均値)2 により求めることもできる．

◀ x = x1+x2+···+xn

n

◀ s は標準偏差（standard
deviation）の頭文字である．
なお，SDや σ と表すことも
ある．
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5.1.6 変量の変換
変量 x のデータに基づき y = ax+ b によって新たな変量 y のデータが得られると
き，x, y のデータの平均値をそれぞれ x, y，分散をそれぞれ sx

2, sy
2，標準偏差を

それぞれ sx, sy とすると

y = ax+ b, sy
2 = a2sx

2, sy = |a|sx

このように，関係式 y = ax+ b により変量 x を別の変量 y に変換することを，変
量の変換という．

◀ a, b は定数とする．

5.1.7 データの相関
対応する 2 つの変量 x, y があり，x, y はそれぞれ n 個の
値 x1, x2, . . . , xn および y1, y2, . . . , yn をとり，その平
均値をそれぞれ x, y とする．
(1) 散布図 · · · 平面上に，(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)
を座標とする点をとった図のこと．
(2) 相関 · · · 対応する 2つの変量 x, y の間において，一方が増加するときに他方も
増加（または他方が減少）する傾向が見られる場合，この 2つの変量 x, y の間には
正の相関関係（減少する場合は負の相関関係）があるという．散布図において，デ
ータの分布が直線に近づくほど相関関係が強いといい，広く散らばるほど相関関係
が弱いという．
(3) 共分散 · · · 2つの変量 x, y のそれぞれの偏差の積の平均値のこと．

sxy =
1

n
{(x1 − x) (y1 − y)+ (x2 − x) (y2 − y)+ · · ·+ (xn − x) (yn − y)}

(4) 相関係数 · · · 共分散を 2つの変量 x と y の標準偏差で割った値のこと．

r=
sxy
sxsy

=

1

n
{(x1 − x) (y1 − y) + · · ·+ (xn − x) (yn − y)}…

1

n

¶
(x1 − x)2 + · · ·+ (xn − x)2

©… 1

n

¶
(y1 − y)2 + · · ·+ (yn − y)2

©
=

(x1 − x) (y1 − y) + · · ·+ (xn − x) (yn − y)√¶
(x1 − x)2 + · · ·+ (xn − x)2

©¶
(y1 − y)2 + · · ·+ (yn − y)2

©
相関係数 r は常に−1 ≦≦≦ r ≦≦≦ 1を満たし，正の相関関係が強いほど相関係数は 1に
近づき，負の相関関係が強いほど相関係数は −1に近づく．

r = −1 負の相関が強い 正の相関が強い r = 1r = 0

◀ 正の相関がある（負の相関
がある）ということもある．な
お，そのどちらにも当てはま
らないとき，相関関係がない
（相関がない）という．

◀ (xとyの共分散)
(xの標準偏差)× (yの標準偏差)
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5.1.8 相関関係と因果関係

ある調査で，子供の読書時間と学業成績の間に正の
相関関係（相関係数 0.85）が見られたとする．この
2 つのデータの間には正の相関関係が認められる．
しかし，読書が直接成績を向上させるのか，または
成績が良い子供が読書を好むのかは明確ではない．
親の教育レベルや家庭の教育環境など，他の要因も
影響しているかもしれない．

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

子供の読書時間

学
業
成
績

◀ 因果関係が認められるとは
断定できない．

一方が原因となりもう一方が結果となるような関係を因果関係という．一般に，上
の例からもわかるように，2つのデータの間に相関があるからといって，必ずしも因
果関係があるとはいえない．

5.1.9 仮説検定
(1) 仮説検定の考え方
得られたデータをもとにして母集団に対する仮説を立て，それが正しいかどうかを
判断する統計的手法を仮説検定という．
(2) 仮説検定の手順
ある主張が正しいかどうか判断するための仮説検定は，次のような手順で行う．
[1] 正しいかどうか判断したい主張に対し，その主張に反する仮説を立てる．
[2] 立てた仮説のもとで，得られたデータがどの程度の確率で起こるかを求める．
[3] 仮説が正しいかどうかをもとに，主張が正しいかどうかを判断する．

◀ 正しいかどうか判断したい
主張を対立仮説といい，それ
に反する仮定として立てた主
張を帰無仮説という（数学 B
で学習する）．

5.1.10 統計的探求プロセス
実社会では，多様な社会問題に応じて，統計的手法を用いた問題解決が行われてい
る．そのときには，次のような統計的探求プロセスを考えることが大切である．
[1] 問題の発見 · · · 解決が必要な事項を明確にし，統計で扱える問題を設定する．
[2] 調査の計画 · · · 設定された問題に対して，集めるべきデータとその集める方法を
考える．
[3] データの収集 · · · 計画に従いデータを集め，表やグラフなどに整理する．
[4] 分析 · · · 目的やデータの種類に応じてグラフにまとめたり，データに関する数値
を計算したりして，特徴や傾向を把握する．
[5] 結論 · · · 見出した特徴や傾向から結論をまとめ，さらなる課題や改善点を見い
だす．

◀ 実社会のデータは一般的に
大量であり，手で計算を行う
と対処しきれないことがほと
んどである．そのような大量
のデータを扱うときは，コン
ピュータなどの情報機器を用
いて計算を行うとよい．
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例題 I5.1.1 ⋆度数分布表，ヒストグラム

次のデータは，ある月の A市の毎日の降水量の記録である．

5.7, 12.1, 3.1, 9.4, 7.6, 0.3, 2.5, 4.5, 0.0, 6.2,
0.5, 8.0, 0.0, 4.7, 1.5, 3.8, 5.1, 7.2, 6.4, 6.4,
3.2, 2.6, 1.0, 8.8, 5.9, 0.0, 2.1, 1.0, 3.1, 6.5 (mm)

(1) 階級の幅を 2 mm として，度数分布表を作成せよ．ただし，階級は 0 mm から区切
り始めるものとする．
(2) (1) で作った度数分布表をもとにヒストグラムをかけ．

 

 

解説動画

考え方
(1) 各階級に入るデータの数を数え，度数分布表を作成する．
(2) (1)の度数分布表をもとに，柱状のヒストグラムで各階級の度数を表す．

解答

(1)

階級 ( mm ) 度数
0以上 2未満 8

2 ～ 4 7
4 ～ 6 5
6 ～ 8 6
8 ～ 10 3
10 ～ 12 0
12 ～ 14 1
計 30

(2)

0 2 4 6 8 10 12 14
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

降水量 (mm)

日
数
（
日
）

◀ 0mm 以上 2mm 未満から
考え，7個の階級に分ける．

問題 I5.1.1 ⋆ 解答 p.381

次のデータは，ある月の A市の毎日の降水量の記録である．

3.5, 7.2, 2.1, 9.1, 6.1, 4.3, 2.9, 3.7, 5.8, 0.0,
2.1, 8.4, 0.7, 1.2, 5.0, 4.9, 3.3, 6.7, 7.8, 2.5,
1.0, 6.2, 1.6, 4.0, 2.3, 0.8, 3.9, 1.5, 0.0, 5.5 (mm)

(1) 階級の幅を 2 mm として，度数分布表を作成せよ．ただし，階級は 0 mm から区切り始めるものとする．
(2) (1) で作った度数分布表をもとにヒストグラムをかけ．
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例題 I5.1.2 ⋆平均値，中央値

次のデータは，運動部 5 人，文化部 6 人の 1日の運動時間の記録である．

運動部：1.5, 2.0, 2.5, 1.0, 3.0（時間） 文化部：0.5, 1.0, 0.0, 0.5, 1.5, 2.0（時間）

(1) 運動部のデータの平均値と文化部のデータの平均値をそれぞれ求めよ．ただし，小数
第 3 位を四捨五入せよ．
(2) 運動部と文化部を合わせた 11 人のデータの平均値を求めよ．ただし，小数第 3 位を
四捨五入せよ．
(3) 運動部のデータの中央値と文化部のデータの中央値をそれぞれ求めよ．

 

 

解説動画

考え方
(1) (平均値) = (データの値の総和)

(データの値の個数)
であることを利用する．

(3) データの値を小さい（大きい）方から順に並べたとき，中央の位置にある値が中央値である．

データの個数が偶数（2n）個の場合

2つの値の平均が中央値

n個 n個

データの個数が奇数（2n+ 1）個の場合

中央値

n個 n個

解答
(1) 運動部の平均値は，1.5+2.0+2.5+1.0+3.0

5 = 10
5 = 2.0 (時間)

文化部の平均値は，0.5+1.0+0.0+0.5+1.5+2.0
6 = 5.5

6 ≒ 0.92 (時間)
(2) 運動部と文化部を合わせた 11 人のデータの平均値は，

10 + 5.5

11
=

15.5

11
≒ 1.41 (時間)

(3) 運動部のデータの中央値は，データを小さい順に並べると，

1.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0

よって，運動部の中央値は 2.0時間
文化部のデータの中央値は，データを小さい順に並べると，

0.0, 0.5, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0

よって，中央値は 3番目の値と 4番目の値の平均値であるから，0.5+1.0
2 = 0.75 (時間)

◀ (平均値) = (データの値の総和)
(データの値の個数)

◀ (1) より，運動部のデータ
の総和は 10，文化部のデータ
の総和は 5.5である．

◀ データの個数が奇数個（5
個）である．

◀ データの個数が偶数個 (6
個)である．

問題 I5.1.2 ⋆ 解答 p.381

次のデータは，Aクラス 6 人，Bクラス 5 人の 10点満点のテストの得点である．

Aクラス：7, 8, 6, 9, 5, 8（点） Bクラス：4, 5, 6, 7, 3 （点）

(1) Aクラスのデータの平均値と Bクラスのデータの平均値をそれぞれ求めよ．ただし，小数第 3位を四捨
五入せよ．
(2) Aクラスと Bクラスを合わせた 11 人のデータの平均値を求めよ．ただし，小数第 3位を四捨五入せよ．
(3) Aクラスのデータの中央値と Bクラスのデータの中央値をそれぞれ求めよ．
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例題 I5.1.3 ⋆平均値の値

右の表は，ある家庭の 10日間の 1日の水道使用量（整数）の記
録である．
(1) このデータの平均値の最小値と最大値を求めよ．
(2) 10 日間の水道使用量の平均は 453（L）であり，各日の水
道使用量は x, 710, 620, 565, 525, 450, 430, 360, 315, 270

(L) であった．x の値を求めよ．

使用量の階級（L） 日数
200 以上 300 未満 2

300 ～ 400 2
400 ～ 500 2
500 ～ 600 2
600 ～ 700 1
700 ～ 800 1
計 10

 

 

解説動画

考え方 (1) データの平均値の最大値（最小値）は，データのそれぞれの値が各階級の最大値（最小値）をとったときの平
均値である．

解答
(1) データの平均値が最小となるのは，データのそれぞれの値が各階級の最小の値と
なるときであるから，

1

10
(200× 2 + 300× 2 + 400× 2 + 500× 2 + 600× 1 + 700× 1) = 410

よって，平均値の 最小値は，410 (L)
データの平均値が最大となるのは，データのそれぞれの値が各階級の最大の値とな
るときであるから，

1

10
(299× 2 + 399× 2 + 499× 2 + 599× 2 + 699× 1 + 799× 1) = 509

よって，平均値の 最大値は，509 (L)
【別解】データの平均値が最大となるのは，データのそれぞれの値が最小の値より

99Lだけ大きいときであるから，平均使用量も 99L 高くなり，410 + 99 = 509 (L)
(2) 合計使用量を考えると，

x+ 710 + 620 + 565 + 525 + 450 + 430 + 360 + 315 + 270 = 453× 10

したがって，x+ 4245 = 4530

よって，x = 285

◀ 使用量は整数であるから，
例えば 200以上 300未満の階
級において，最大の値（最大
値）は 299である．

問題 I5.1.3 ⋆ 解答 p.382

右の表は，ある家庭の 10日間の 1日の電気使用量（整数）の記録である．
(1) このデータの平均値の最小値と最大値を求めよ．
(2) 10 日間の電気使用量の平均は 12（kWh）であり，各日の電気使用量は
x, 18, 15, 13, 12, 10, 10, 8, 7, 6 (kWh) であった．x の値を求めよ．

使用量の階級（kWh） 日数
5 以上 10 未満 3

10 ～ 15 4
15 ～ 20 3
計 10
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例題 I5.1.4 ⋆⋆四分位数と箱ひげ図

次のデータは，ある人が過去 12 ヶ月間に記録した 1ヶ月の歩数（万歩）である．このデ
ータの箱ひげ図をかけ．ただし，外れ値がある場合は，外れ値を示して箱ひげ図をかけ．

2.3, 2.8, 2.5, 3.4, 2.9, 4.2, 3.7, 3.0, 4.6, 4.8, 5.0, 7.5 (万歩)
 

 

解説動画

考え方 外れ値の目安は，第 1四分位数から小さい方，もしくは第 3四
分位数から大きい方へ四分位範囲の 1.5 倍以上離れていることである．
箱ひげ図をかくために，5数要約（最小値，第 1四分位数，第 2四分位
数，第 3四分位数，最大値）と四分位範囲を調べる． 最小値 最大値

第 2四分位数（中央値）

四分位範囲

第 1四分位数 第 3四分位数

外れ値

解答
与えられたデータを小さい順に並べると，次のようになる．

2.3, 2.5, 2.8, 2.9, 3.0, 3.4, 3.7, 4.2, 4.6, 4.8, 5.0, 7.5

したがって，最大値は 7.5万歩，最小値は 2.3 万歩
第 1四分位数は，Q1 =

2.8+2.9
2 = 2.85 (万歩)

第 2四分位数（中央値）は，Q2 =
3.4+3.7

2 = 3.55 (万歩)
第 3四分位数は，Q3 =

4.6+4.8
2 = 4.7 (万歩)

四分位範囲は，Q3 −Q1 = 4.7− 2.85 = 1.85 (万歩)
ここで，1.85×1.5 = 2.775 より，外れ値の目安は，2.85−2.775 = 0.075より，0.075
以下か，4.7 + 2.775 = 7.475より，7.475以上のデータである．
ゆえに，7.5 は外れ値となる．
よって，箱ひげ図は次のようになる．

2.3 5.02.85 3.55 4.7 7.5

（万歩）
外れ値

◀ 四分位範囲の 1.5倍以上離
れているか否かで判断する．

◀ 外れ値を除いた最大の値が
最大値 となる．また，求めた
5数要約はそのまま示す．

【余談】箱ひげ図に平均点をかき入れる場合は，右の図のように「+」を
かき入れる．

+

問題 I5.1.4 ⋆⋆ 解答 p.382

次のデータは，ある学生が過去 12 ヶ月間に記録した月ごとの読書冊数である．このデータの箱ひげ図をか
け．ただし，外れ値がある場合は，外れ値を示して箱ひげ図をかけ．

13, 15, 14, 17, 16, 19, 18, 20, 21, 23, 25, 32 (冊)
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例題 I5.1.5 ⋆⋆箱ひげ図の読み取り

右の図は，生徒数がいずれも 30 人の X 組，Y 組，Z
組に 100 点満点の同じテストを行った結果を箱ひげ
図に表したものである．
(1) 上位 8 人の散らばりが最も大きい組はどれか．
(2) 55 点以下の生徒が 15 人以上いる組はどれか．
(3) 65点をとった生徒が上位から 10 番目，35 点をと
った生徒が上位から 20 番目であった組はどれか．
(4) 全体の散らばりが最も小さい組はどれか．

（点）
Z組

10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

Y組
X組

 

 

解説動画

考え方 箱ひげ図からは，データの最大値，最小値，四分位数 Q1, Q2, Q3 を読み取
ることができる（箱ひげ図はデータの傾向を大雑把に見ることができる）．また，箱
ひげ図の長さから散らばり具合を判断することができる．

Q2Q1 Q3

最小値 最大値

25% 25%25% 25%

解答
各組の生徒数は 30 人であるから，中央値は点数の低い方から 15 番目と 16 番目の
得点の平均値である．また，第 1 四分位数は点数の低い方から 8番目，第 3 四分位
数は点数の高い方から 8番目の得点である．
(1) 上位 8 人の散らばりが最も大きい，つまり，箱ひげ図の第 3四分位数から最大
値までが最も長い組であるから，Y組
(2) 生徒 15 人は，各組の生徒数 30 人の 50%（半分）に相当する．つまり，中央値
が 55 点以下の組であるから，Z組
(3) 上位から 10 番目は中央値 Q2 と第 3 四分位数 Q3 の間に位置し，上位から 20
番目は第 1 四分位数 Q1 と中央値 Q2 の間に位置する．箱ひげ図が，Q1 < 35 <

Q2 < 65 < Q3 となっている組であるから，Z組
(4)全体の散らばりは，範囲で決まるから，全体の散らばりが最も小さい，つまり，全
体が最も短い組であるから，X組

◀ 長さから散らばり具合を判
断することができる．

◀ 範囲の大小から散らばりを
考えることができる．

Z組
Y組
X組

問題 I5.1.5 ⋆⋆ 解答 p.383 ▶ 節末 I5.1.1

右の図は，生徒数がいずれも 36 人の A 組，B 組，C 組に 100 点満点
の同じテストを行った結果を箱ひげ図に表したものである．
(1) 上位 9 人の散らばりが最も小さい組はどれか．
(2) 70 点以上の生徒が 18 人以上いる組はどれか．
(3) 75 点をとった生徒が上位から 14 番目，45 点をとった生徒が上位か
ら 23 番目であった組はどれか．
(4) 全体の散らばりが最も大きい組はどれか．

（点）
C組

10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

B組
A組
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例題 I5.1.6 ⋆⋆ヒストグラムと箱ひげ図

右のヒストグラムは，ある地域の 203世帯について，あ
る電化製品の前日の電力使用時間（分）を調査した結果
である．平日，休日の電力使用時間に対応する箱ひげ図
を，左下の (i)～(iv)からそれぞれ 1つずつ選べ．

（分）
30 60 90 120 150 1800

(iv)
(iii)
(ii)
(i)

0 30 60 90 120 150 180
0

10

20

30

40

50

60

時間（分）

世
帯
数

(世
帯

)

平日

0 30 60 90 120 150 180
0

10

20

30

40

50

60

70

時間（分）

世
帯
数

(世
帯

)

休日
 

 

解説動画

考え方 ヒストグラムから，データの最大値，最小値，四分位数
(Q1, Q2, Q3) を読み取り，読み取った内容を満たしている箱ひげ
図を選ぶ．右の図のように，51番目，102番目，153番目の値がそれぞ
れ第 1四分位数，第 2四分位数，第 3四分位数であることがわかる．

· · · · · · · · · · · ·

第 3四分位数（Q3）
第 2四分位数（Q2）

第 1四分位数（Q1）

50個 50個 50個 50個

解答
世帯数は 203世帯であるから，データの値を小さい順に並べたとき，51番目の値が
第 1四分位数，102番目の値が第 2四分位数，153番目の値が第 3四分位数である．
ヒストグラムより，51番目，102番目，153番目の値が含まれる階級は次のように
なる．

最小値 51 番目の値 102 番目の値 153 番目の値 最大値
平日 0 ～ 30 30 ～ 60 60 ～ 90 120 ～ 150 150 ～ 180
休日 0 ～ 30 0 ～ 30 60 ～ 90 90 ～ 120 150 ～ 180

よって，平日，休日の電力使用時間の箱ひげ図はそれぞれ 平日は (i)，休日は (ii)

◀ ヒストグラムから 51番目，
102 番目，153 番目の値の階
級を読み取る．

問題 I5.1.6 ⋆⋆ 解答 p.384

右のヒストグラムは，ある地域の 163世帯について，ある電化製品の週末
の電力使用時間（分）を調査した結果である．平日，週末の電力使用時間に
対応する箱ひげ図を，左下の (i)～(iv) からそれぞれ 1つずつ選べ．

（分）
30 60 90 120 150 1800

(iv)
(iii)
(ii)
(i) 0 30 60 90 120 150 180

0

10

20

30

40

50

時間（分）

世
帯
数

(世
帯

)

平日

0 30 60 90 120 150 180
0

10

20

30

40

50

時間（分）

世
帯
数

(世
帯

)

週末
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例題 I5.1.7 ⋆⋆分散と標準偏差
下の表は A，B の 2つの倉庫で 1日あたりの荷物の搬入量（単位: 箱）を 10 日間調査し
た結果である．

日 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A倉庫の搬入量 (箱) 4 6 5 3 7 5 6 5 4 5
B倉庫の搬入量 (箱) 3 5 4 3 4 5 4 3 5 4

（1）A倉庫，B倉庫それぞれの搬入量の平均値 a, b, 分散 sa
2, sb

2, 標準偏差 sa, sb を求
めよ．ただし，

√
2 = 1.41,

√
3 = 1.73,

√
5 = 2.24 とし，標準偏差は小数第 2 位を四捨

五入して答えよ．
(2) (1) から，A倉庫，B倉庫の 2つの倉庫の搬入量の散らばりはどちらが大きいか．

 

 

解説動画

考え方
(1) 変量 x のデータが n 個で，その値が，x1, x2, . . . , xn であるとき，平均値を x とする．このとき，分散 s2 =
(x1−x)2+(x2−x)2+···+(xn−x)2

n · · · (i)と標準偏差 s =
»

(x1−x)2+(x2−x)2+···+(xn−x)2

n を求める．
なお，分散は，s2 = (x2の平均値)− (xの平均値)2 · · · (ii)により求めることもできる．xの平均値が整数ではないときは，
(i)ではなく (ii)を用いた方が計算が楽になることが多い．
(2) 標準偏差（分散）が大きいほど，データの散らばりも大きくなることを利用する．

解答
(1) a =

1

10
(4 + 6 + 5 + 3 + 7 + 5 + 6 + 5 + 4 + 5) = 5 (箱)

sa
2 =

1

10

{
(4− 5)2 + (6− 5)2 + (5− 5)2 + (3− 5)2 + (7− 5)2

+(5− 5)2 + (6− 5)2 + (5− 5)2 + (4− 5)2 + (5− 5)2
}

=1.2

sa =
√
1.2 =

√
120

10
=

√
2×

√
3×

√
5

5
≒ 1.1 (箱)

b =
1

10
(3 + 5 + 4 + 3 + 4 + 5 + 4 + 3 + 5 + 4) = 4 (箱)

sb
2 =

1

10

{
(3− 4)2 + (5− 4)2 + (4− 4)2 + (3− 4)2 + (4− 4)2

+(5− 4)2 + (4− 4)2 + (3− 4)2 + (5− 4)2 + (4− 4)2
}

=0.6

sb =
√
0.6 =

√
60

10
=

√
3×

√
5

5
≒ 0.8 (箱)

(2) sa > sb より，A倉庫の方が搬入量の散らばりが大きい．

◀ 平均値は整数である．

◀ s2 = (x2 の平均値) −
(xの平均値)2 を用いて求めて
もよい．

問題 I5.1.7 ⋆⋆ 解答 p.385

下の表は A，B の 2つの倉庫で 1日あたりの荷物の搬入量（単位: 箱）を 10 日間調査した結果である．
日 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A倉庫の搬入量 (箱) 8 6 6 7 7 8 8 7 6 7
B倉庫の搬入量 (箱) 5 4 5 6 4 5 5 7 4 5

（1）A 倉庫，B 倉庫それぞれの搬入量の平均値 a, b, 分散 sa
2, sb

2, 標準偏差 sa, sb を求めよ．ただし，√
3 = 1.73,

√
5 = 2.24 とし，標準偏差は小数第 2 位を四捨五入して答えよ．

(2) (1) から，A倉庫，B倉庫の 2つの倉庫の搬入量の散らばりはどちらが大きいか．
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例題 I5.1.8 ⋆⋆データの値の決定

右の表は会社 A と会社 B の 4 日間における商品の販売
数のデータである．
(1) 会社 A の販売数の平均値と分散を求めよ．
(2) 会社 B の 1 日目から 4 日目までの販売数の平均値
は 10個，分散は 8 であるとき，会社 B の販売数 a, b を
求めよ．ただし，a < b とする．

日数 会社 A 会社 B
1 4 a

2 7 14
3 6 10
4 5 b

 

 

解説動画

考え方 データ x1, x2, . . . , xn の平均値を x，分散を s2 とすると，

s2 = x2 − (x)2

つまり，分散は，s2 = (x2の平均値)− (xの平均値)2 により求めることができる．xの平均値が整数ではないときは，偏
差を 2乗した値の平均 s2 = (x1−x)2+(x2−x)2+···+(xn−x)2

n で求めようとすると，計算に手間が掛かるので注意すること．

解答
(1) 会社 A の販売数の平均値は，

1

4
(4 + 7 + 6 + 5) = 5.5 (個)

会社 A の販売数の分散は，
1

4

(
42 + 72 + 62 + 52

)
− 5.52 = 31.5− 30.25 = 1.25

(2) 平均値が 10 個であるから，

1

4
(a+ 14 + 10 + b) = 10

したがって，a+ b = 16 · · · (i)
分散が 8 であるから，

1

4

{
(a− 10)2 + (14− 10)2 + (10− 10)2 + (b− 10)2

}
= 8

ゆえに，(a− 10)2 + (b− 10)2 = 16 · · · (ii)
(i) より，b = 16− a を (ii) に代入すると，a2 − 16a+ 60 = 0

よって，a = 6, 10

これを (i) に代入すると，a < b より，a = 6, b = 10

◀ s2 = (x2 の平均値) −
(xの平均値)2 を用いて求めて
いる．なお，
1

4
{(4−5.5)2+(7−5.5)2+· · · }

と偏差を 2乗した値を考えて
求めてもよいが，計算に手間
が掛かる．

◀ bを代入して展開し，整理
する．

問題 I5.1.8 ⋆⋆ 解答 p.386 ▶ 章末 I5.1 ▶ 章末 I5.2

右の表はクラス A とクラス B の 4 日間における生徒の読書ページ数のデ
ータである．
(1) クラス A の読書ページ数の平均値と分散を求めよ．
(2) クラス B の 1 日目から 4 日目までの読書ページ数の平均値は 12ペー
ジ，分散は 30.5 であるとき，クラス B の読書ページ数 a, b を求めよ．た
だし，a < b とする．

日数 クラス A クラス B
1 5 a

2 8 16
3 7 12
4 6 b
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例題 I5.1.9 ⋆⋆データの修正

次のデータは，ある店舗のある月ごとの売上個数を並べたものである．

20, 21, 19, 25, 30, 20, 32, 35, 24, 27, 25, 22 （個）

(1) このデータの平均値を求めよ．
(2) このデータに誤りが見つかり，正しくは 22 個が 27 個，35 個が 30 個であった．こ
の誤りを修正すると，平均値，分散は，修正前から増加するか，減少するか，変化しない
かを答えよ．

 

 

解説動画

考え方 (2)は，分散は偏差を 2乗した値の平均であるので，計算せずに（分散の値を具体的に導かずに）答えを導くこと
ができる．修正前のデータと修正後のデータのみを比較し，偏差の 2乗の和を考えればよい．

解答
(1) 1

12(20 + 21 + 19 + 25 + 30 + 20 + 32 + 35 + 24 + 27 + 25 + 22) = 25 (個)
(2) 22 + 35 = 27 + 30 であるから，データの総和は変わらず，平均値は修正前と同
じである．
よって，修正後の平均値は変化しない．
また，修正前の 2つのデータの偏差の 2 乗の和は，

(22− 25)2 + (35− 25)2 = 109

修正後の 2つのデータの偏差の 2乗の和は，

(27− 25)2 + (30− 25)2 = 29

よって，偏差の 2 乗の総和は減少するため，分散は修正前より減少する．

◀ 平均値が修正前と修正後で
一致しているから，修正して
いない 10 ヶ月分のデータは，
偏差の 2乗の値に変化はない．

問題 I5.1.9 ⋆⋆ 解答 p.387 ▶ 節末 I5.1.2

次のデータは，あるクラスの 12人の生徒があるテストで得た点数を並べたものである．

80, 85, 90, 88, 76, 94, 89, 92, 81, 84, 87, 80 （点）

(1) このデータの平均値を求めよ．
(2) このデータに誤りが見つかり，正しくは 92 点が 88 点，94 点が 98 点であった．この誤りを修正する
と，平均値，分散は，修正前から増加するか，減少するか，変化しないかを答えよ．
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例題 I5.1.10 ⋆⋆変量の変換

変量 x のデータの平均値 x が x = 30，分散 sx
2 = 20 であるとする．このとき，次の式

によって得られる変量 y のデータについて，平均値 y，分散 sy
2，標準偏差 sy を求めよ．

ただし，
√
5 = 2.24 とし，標準偏差は小数第 2位を四捨五入して，小数第 1位まで求めよ．

(1) y = x+ 10 (2) y = 4x (3) y = −3x+ 4 (4) y = x−30
2
√
5

 

 

解説動画

考え方 a, b は定数とする．変量 x のデータから y = ax+ b によって変量 y のデータが得られるとき，x, y のデータの
平均値をそれぞれ x, y，分散をそれぞれ sx

2, sy
2，標準偏差をそれぞれ sx, sy とすると，次の表のようにまとめられる．

変量 平均値 分散 標準偏差
x x sx

2 sx

y = ax+ b y = ax+ b sy
2 = a2sx

2 sy = |a|sx

平均値 y = ax+ b，分散 sy
2 = a2sx

2 ，標準偏差 sy = |a|sx を利用して，それぞれの値を求める．

解答
(1) y = x+ 10 = 30 + 10 = 40

sy
2 = 12 × sx

2 = 20

sy = 1× sx =
√
20 = 2

√
5 = 4.48 ≒ 4.5

(2) y = 4x = 4× 30 = 120

sy
2 = 42 × sx

2 = 16× 20 = 320

sy = 4× sx = 4×
√
20 = 8

√
5 = 17.92 ≒ 17.9

(3) y = −3x+ 4 = −3× 30 + 4 = −90 + 4 = −86

sy
2 = (−3)2 × sx

2 = 9× 20 = 180

sy = |−3| × sx = 3×
√
20 = 6

√
5 = 13.44 ≒ 13.4

(4) y =
x− 30

2
√
5

=
30− 30

2
√
5

= 0

sy
2 =

sx
2

(2
√
5)2

=
20

20
= 1

sy =
sx

2
√
5
=

√
20

2
√
5
= 1

◀ 標準偏差 sy は，分散 sy
2

より求めてもよい．
例：(1) sy

2 = 20より，

sy =
√
20 = 2

√
5

(2) sy
2 = 320より，

sy =
√
320 = 8

√
5

◀ (4)は変量 xを平均値が 0，
標準偏差が 1となるように標
準化したものである（下の余
談を参照）．

【余談】 c (c ̸= 0) を定数とする．変量の変換 z = x−x0

c を考えると，z = 1
cx − x0

c であるから，平均値 z は，
z = 1

cx− x0

c = x−x0

c となる．また，標準偏差 sz は，sz =
∣∣1
c

∣∣ sx となる．
ここで，x0 = x, c = sx とすると，z = x−x

sx
= 0, sz =

∣∣∣ 1
sx

∣∣∣ sx = 1 となる．
このようにして得られた z を x の標準化という．標準化は，複数のデータの平均値や散らばり具合を揃え

ることに利用される．また，ここでは扱わないが，標準化に関する概念として偏差値がよく知られている．

問題 I5.1.10 ⋆⋆ 解答 p.387 ▶ 章末 I5.3 ▶ 章末 I5.4

変量 x のデータの平均値 x が x = 50，分散 sx
2 = 36 であるとする．このとき，次の式によって得られる

変量 y のデータについて，平均値 y，分散 sy
2，標準偏差 sy を求めよ．

(1) y = x− 20 (2) y = 3x (3) y = −2x+ 10 (4) y = x−50
6

209

https://www.youtube.com/watch?v=LR5CjQMuUa0


数学 I
5.1

5 データの分析 5.1 データの整理と分析

例題 I5.1.11 ⋆⋆仮平均を利用したデータの平均値，分散

次のような変量 x のデータがある．

650, 720, 690, 680, 710, 730, 680, 660, 690, 710

(1) y = x− 700 とおくことにより，変量 x のデータの平均値 x を求めよ．
(2) z = x−700

10 とおくことにより，変量 x のデータの分散を求めよ．
 

 

解説動画

考え方
(1) y のデータの平均値を y とすると，y = x − 700，すなわち， x = y + 700 であることを利用する．直接 x =
1
10 (650 + 720 + · · ·+ 710)を計算するより，平均値を楽に求めることができる．このような平均値の計算を簡単にするた
めにとった 700のような値のことを仮平均という．仮平均を自分で設定する場合，平均値に近いと予想される値をとると
よい（計算が楽になる）．
(2) x, z のデータの分散をそれぞれ sx

2, sz
2 とすると，z = x−700

10 より，sx2 = 102sz
2 である．先に変量 x のそれぞれ

の値に対応する変量 z の値を求め，sz2 を計算する．

解答
(1) y のデータの平均値を y とすると，

y =
1

10
{−50 + 20− 10− 20 + 10 + 30− 20− 40− 10 + 10} = −8

よって，x は，
x = y + 700 = −8 + 700 = 692

(2) z = x−700
10 とおくと，z, z2 の値は次のようになる．

x 650 720 690 680 710 730 680 660 690 710 計
y −50 20 −10 −20 10 30 −20 −40 −10 10 −80

z −5 2 −1 −2 1 3 −2 −4 −1 1 −8

z2 25 4 1 4 1 9 4 16 1 1 66

したがって，z のデータの分散は，z のデータの平均値を z とすると，

z2 − (z)2 =
66

10
−
(
−8

10

)2

= 5.96

よって，x のデータの分散は，

102 × 5.96 = 100× 5.96 = 596

◀ x = 1
10 (650 + · · · + 710)

を用いても平均値は求められ
るが，計算に手間が掛かる．

◀ 分散は，(z2 の平均値) −
(zの平均値)2 で求めることが
できる．

◀ sx
2 = 102sz

2

問題 I5.1.11 ⋆⋆ 解答 p.388

次のような変量 x のデータがある．このとき，次の問いに答えよ．

550, 620, 590, 570, 610, 630, 560, 580, 590, 600

(1) y = x− 600 とおくことにより，変量 x のデータの平均値 x を求めよ．
(2) z = x−600

10 とおくことにより，変量 x のデータの分散を求めよ．
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例題 I5.1.12 ⋆散布図と相関関係

10 名の社員に対して，2 つの指標 X, Y でパフォーマンス評価を行ったところ，指標 X
の評価値の分散は 47

7 ，指標 Y の評価値の分散は 47
7 で，X と Y の評価値の共分散は 40

7

であった．このとき，X と Y の評価値の相関係数を求めよ．また，X と Y の評価値とし
て対応する散布図を次の (i)～(iii)から選べ．
(i) (ii) (iii)

 

 

解説動画

考え方 相関係数 r を用いることで，散布図の傾向がわかり，対応するものを判断することができる．

r = −1 負の相関が強い 正の相関が強い r = 1r = 0

解答

X の評価値の分散が 47
7 より，標準偏差は，

»
47
7

Y の評価値の分散が 47
7 より，標準偏差は，

»
47
7

X と Y の評価値の共分散が 40
7 より，求める相関係数は，

40
7»

47
7 ×
»

47
7

=
40

47

また，相関係数は正で，正の相関があるため，散布図は (iii)

◀ x と y の相関係数は，
(xとyの共分散)

(xの標準偏差)× (yの標準偏差)

◀ 正の相関関係があるとき，
散布図は右上がりの分布とな
る．

One Point
散布図の点が右上がりに分布 → 正の相関関係
散布図の点が右下がりに分布 → 負の相関関係
どちらの傾向も見られない → 相関関係がない

問題 I5.1.12 ⋆ 解答 p.388

あるクラスの 10名の生徒について，2つの指標 X, Y でテスト結果を評価した．指標 X の評価値の分散は
33
4 ，指標 Y の評価値の分散は 33

4 で，X と Y の評価値の共分散は −15
2 であった．このとき，X と Y の評

価値の相関係数を求めよ．また，X と Y の評価値として対応する散布図を次の (i)～(iii)から選べ．
(i) (ii) (iii)
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例題 I5.1.13 ⋆⋆相関係数の計算

次の表は，5 名の生徒 A，B，C，D，Eの読書時間 x（時間）とレポートの評価 y（点）
を測定した結果である．このとき，x と y の相関係数 r を求めよ．

A B C D E
読書時間 x（時間） 8 8 10 6 8
評価 y（点） 5 6 10 4 10

 

 

解説動画

考え方 x, y のデータの標準偏差をそれぞれ sx, sy とし，x と y の共分散を sxy とするとき，次のように相関係数 rは
共分散を xと y の標準偏差で割った値で表される．

r =
sxy
sxsy

=

1

n
{(x− x) (y − y) の和}…

1

n

¶
(x− x)

2 の和
©… 1

n

¶
(y − y)

2 の和
© =

{(x− x)(y − y) の和}√
{(x− x)2 の和} × {(y − y)2 の和}

このとき，下の解答のように表を作成して計算するとよい．

解答
x, y のデータの平均値をそれぞれ x, y とすると，

x =
1

5
(8 + 8 + 10 + 6 + 8) = 8 (時間),

y =
1

5
(5 + 6 + 10 + 4 + 10) = 7 (点)

したがって，下のような表が得られる．

x y x− x y − y (x− x)2 (y − y)2 (x− x)(y − y)

A 8 5 0 −2 0 4 0

B 8 6 0 −1 0 1 0

C 10 10 2 3 4 9 6

D 6 4 −2 −3 4 9 6

E 8 10 0 3 0 9 0

計 40 35 0 0 8 32 12

よって，相関係数 r は，

r =
12√
8× 32

=
12√
256

=
12

16
= 0.75

◀ 表を用いるとよい．

◀ r =
sxy

sxsy

問題 I5.1.13 ⋆⋆ 解答 p.389 ▶ 章末 I5.5

次の表は，5 名の生徒 A，B，C，D，Eの運動時間 x（時間）と体力テストの点数 y（点）を測定した結果で
ある．このとき，x と y の相関係数 r を求めよ．

A B C D E
運動時間 x（時間） 8 6 8 5 8
点数 y（点） 10 12 15 10 13
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例題 I5.1.14 ⋆⋆仮説検定の考え方

ある企業が発売しているサービスを改良し，20 人に対しアンケートをとったところ，16
人が「サービスが向上した」と回答した．この結果から，サービスは向上したと判断して
よいか．仮説検定により，基準となる確率を 0.05 として考察せよ．ただし，50%の確率
で表が出る公正なコインを 20 回投げて，表が出た回数を記録する実験を 200 セット行っ
たところ次の表のようになったとして，この結果を用いよ．
表が出た回数 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 計

度数 1 3 6 12 16 23 25 31 27 21 16 9 6 3 1 200

 

 

解説動画

考え方 正しいかどうかを判断したい仮説に対して，その主張に反する仮説を立てる．仮説のもとでの確率は例題のよう
に，コイン投げなどの実験結果を利用して求めることがある．なお，仮説検定において仮説が正しくないと判断すること
を，仮説を棄却するという．

解答
「サービスが向上した」と判断してよいかを考察するために，これに反する「サービ
スが向上したとはいえない」，すなわち，「サービスが向上した結果が得られたのは
偶然である」という仮説を立てる．このとき，公正なコインの実験結果から，表が
出た回数が 16回以上である場合の相対度数は，

3 + 1

200
=

4

200
= 0.02

よって，これは 0.05 より小さいから，仮説は正しくなかったと考えられ，仮説は棄
却される．すなわち，サービスが向上したと判断してよい．

◀ コインを投げたときの表裏
がそれぞれ出る確率と同様に
考えることができる．

◀ 基準となる確率との大
小を比較する．ここでは
0.02 < 0.05から，仮説を棄却
する．

【注意】例題では仮説を棄却したが，仮説が棄却されなかったからといって，「サービスが向上したとはいえな
い」ことを正しいと認めるわけではないので注意すること．仮説が棄却されなかったときは，「サービスが向
上した」と「サービスが向上したとはいえない」のどちらが正しいかを判断できなかったことのみがいえる．

問題 I5.1.14 ⋆⋆ 解答 p.389 ▶ 節末 I5.1.3

ある商品に新機能を追加し，20 人に対しアンケートをとったところ，15 人が「新機能が役立つ」と回答し
た．この結果から，新機能が役立つと判断してよいか．仮説検定により，基準となる確率を 0.05 として考察
せよ．ただし，50%の確率で表が出る公正なコインを 20 回投げて，表が出た回数を記録する実験を 200 セ
ット行ったところ次の表のようになったとして，この結果を用いよ．

表が出た回数 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 計
度数 1 2 6 12 16 23 25 31 27 21 16 8 6 3 2 1 200

213

https://www.youtube.com/watch?v=UitpoSXMf2E


数学 I
5.1

5 データの分析 5.1 データの整理と分析

節末問題 5.1 データの整理と分析

節末 I5.1.1 ⋆⋆ 解答（節末）p.390 ▶ 例題 I5.1.5

右の図は，生徒数がいずれも 40 人の A 組，B 組，C
組に 100 点満点の同じテストを行った結果を箱ひげ図
に表したものである．次の (i)～(iv)の記述のうち，適
切ではないものを答えよ．
(i) B 組の合計得点は A 組の合計得点より小さい．
(ii) A 組と B 組において，得点が 60 点以上の人数は
同じである．
(iii) B組で得点が 50点以上の人数は 20人以上である．
(iv) B 組の生徒が，A 組，B 組，C 組全体の最高得点
をとっている．

（点）
C組

10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

+

B組 +

A組 +

節末 I5.1.2 ⋆⋆ 解答（節末）p.390 ▶ 例題 I5.1.9

10 人の社員に対して作業時間を記録した．記録したとこ
ろ，作業時間の平均値は 20 ，分散は 4.5 であった．しか
し，この 10 人のうち 2 人の作業時間が右の表のように修
正された．修正後の 10 人の作業時間の平均値と分散を求
めよ．

社員 修正前 修正後
A 18 22
B 17 23

節末 I5.1.3 ⋆⋆ 解答（節末）p.391 ▶ 例題 I5.1.14

ある地域で A地区と B地区の 2か所のうちどちら
かに新しい公園を建設する案があり，住民投票の結
果，B地区を支持した住民が 60人中 43人であった．
一般に，B地区の方が住民にとって望ましい建設地
であると判断してよいであろうか．もし A地区と B
地区を何も考えずに選ぶ場合，それぞれが選ばれる
確率は 0.5とし，起こる割合が 5%以下であればほ
とんど起こりえないと判断するものとする．ただし，
50%の確率で表が出る公正なコインを 60枚投げて，
表が出た枚数を記録する実験を 1000 セット行った
ところ右の表のようになったとして，この結果を用
いよ．

表の枚数 回数
0 ∼ 30 540

31 99
32 91
33 86
34 54
35 43
36 32
37 20
38 11
39 8
40 6
41 4
42 3
43 2
44 1
45 0
46 0
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章末問題 5 データの分析

5.2 章末問題 5
章末 I5.1 ⋆⋆ 解答（章末）p.392 ▶ 例題 I5.1.8

任意の連続する 4 個の自然数の分散 s2 を求めよ．

章末 I5.2 ⋆⋆ 解答（章末）p.392 ▶ 例題 I5.1.8

変量 x についてのデータの値が p, q, r, s, t であるとする．データ p, q, r の平均値が
12 ，分散が 4 であり，データ s, t の平均値が 10 ，分散が 2 であるとするとき，変量 x

の次の値を求めよ．
(1) 平均値 (2) 分散

章末 I5.3 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.393 ▶ 例題 I5.1.10

ある実験で得られた n 個の測定値 x1, x2, x3, . . . , xn の平均が m，分散が σ2 である．
p, q (p > 0, q > 0) を正の定数とするとき，次の問いに答えよ．
(1) (x1 − x)2 + (x2 − x)2 + (x3 − x)2 + · · ·+ (xn − x)2 を最小にする x の値を求めよ．
(2) x1 + p, x2 + p, x3 + p, . . . , xn + p の平均値および分散を求めよ．
(3) qx1, qx2, qx3, . . . , qxn の平均値および分散を求めよ．

章末 I5.4 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.394 ▶ 例題 I5.1.10

ある学校で，120 人の生徒が定期テストを受験した．得点の平均値が m 点，標準偏差が s

点である試験において，得点が x 点である受験者の偏差値は 50 + 10(x−m)
s で与えられる．

Aさんのこのテストの得点は 78 点であり，偏差値は 58 であった．また，このテストの得
点の平均値は 66 点であった．
(1) 120 人の生徒の得点の標準偏差を求めよ．
(2) 後日，この定期テストを新たに 60 人が受験し，受験者数は合計で 180 人となった．そ
の結果，試験の得点の平均値が 67 点となり，Aさんの偏差値は 55 となった．新たに受験
した 60 人の受験者の得点について，平均値と標準偏差をそれぞれ求めよ．

章末 I5.5 ⋆⋆⋆ 解答（章末）p.395 ▶ 例題 I5.1.13

右の表は，ある数学クラスの学生 10 人がそれぞれ試験 A
（代数）と試験 B（幾何）の得点を 0, 1, 2 の 3 段階で評価
したときの得点を，2 次元の度数分布表にまとめたもので
ある．試験 A の得点 x と試験 B の得点 y の相関係数 r

を小数第 3 位まで求めよ．ただし，
√
70 = 8.3666とする．

A\B 0 1 2 計
0 2 2 0 4
1 0 1 1 2
2 0 1 3 4
計 2 4 4 10
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6 略解
6.1 問題，節末・章末問題の略解
図やグラフ，表，証明などは省略しています．問題，節末・章末問題の略解を載せています．

問題 1.1

I1.1.1 (1) −3x3 + 3x2 − 2x− 4 次数は 3，定数項は −4

(2) bに着目：次数は 3，定数項は 7a2 − 6a− 3

aと bに着目：次数は 3，定数項は −3

I1.1.2 (1) 5x2 − 3x− 4

(2) −x2 − 5x+ 10

(3) −14x+ 23

(4) 25x2 − x− 43

I1.1.3 (1) 48x4y5 (2) 10a3bc2 − 15ab2c2 + 20abc3

(3) x3+x2−19x+21 (4) 3x5−x4−2x3+17x2−13x+20

I1.1.4 (1) x2 + 6x+ 9 (2) k2 − 4k + 4

(3) x2 − 4y2 (4) x2 − 7xy + 10y2

(5) 12a2 + 10ab+ 2b2 (6) 4x2 + y2 + z2 − 4xy+ 2yz − 4zx

I1.1.5 (1) x3 + 9x2 + 27x+ 27

(2) 8x3 − 60x2y + 150xy2 − 125y3

(3) 27x3 − 8 (4) 125a3 + 8b3

(5) x6 − 27x4 + 243x2 − 729 (6) x6 − 64

I1.1.6 (1) x2 + 4xy + 4y2 + 2x+ 4y − 15

(2) 16a2 − 9b2 + 6bc− c2

(3) p2 + q2 − r2 − s2 + 2pq + 2rs

I1.1.7 (1) x4 − 4x3 − 19x2 + 46x+ 120

(2) x8 − 72x4 − 729 (3) m6 − 2m3n3 + n6

I1.1.8 (1) 4xy2(x2 + 2x+ 3y) (2) (a− 1)(b− 1)

(3) (x− 7)2 (4) m(5m− 2)2

(5) 4(2y − 1)(y + 1) (6) (x+ 2)(x+ 5)

I1.1.9 (1) (x+ 1)(2x+ 3) (2) (x− 3)(4x+ 1)

(3) (2x+ 3y)(3x+ 2y)

I1.1.10 (1) (x− 3)(x2 + 3x+ 9)

(2) (3m+ 2n)(9m2 − 6mn+ 4n2)

(3) (x− 2)3 (4) (x− 4)(x− 1)(x+ 1)

I1.1.11 (1) (3x+ 1)(3x+ y − 1)

(2) (x2 + 2x+ y + 4)(x+ y − 2) (3) (y + z)(x− y − z)

I1.1.12 (1) (x+ y − 3)(x+ 3y + 1)

(2) (x+ 2y + 1)(3x+ 5y − 4)

I1.1.13 (1) (x+ 3y − 2)(x+ 3y − 3)

(2) (x2 − 2x− 4)(x− 1)2 (3) x(x+ 5)(x2 + 5x− 2)

I1.1.14 (1) (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)

(2) −(a− b)(b− c)(c− a)

I1.1.15 (1) (p+ q − 1)(p2 + q2 − pq + p+ q + 1)

(2) 3(x− y)(y − z)(z − x)

I1.1.16 (1) (x+ 3)(x− 3)(x2 − 2)

(2) (x2 + 2x+ 4)(x2 − 2x+ 4)

(3) (x2 + 2xy − 2y2)(x2 − 2xy − 2y2)

節末 1.1
I1.1.1 7x2 + 6x− 3

I1.1.2 x4の係数 : −3 x3の係数 : 11

I1.1.3 (1) x6 + x4 − x2 − 1

(2) −a4 − b4 − c4 + 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2

I1.1.4 (1) (x+ 2)(y + 1)(x+ 2y − 1)

(2) 8xy(x2 + y2)

(3) (x+ y + z)(x2 + 2xy + y2 − xz − yz + z2)

(4) (x− 1)(x2 + x+ 1)(x+ 1)(x2 − x+ 1)

(5) (a+ 1)(a− 2)(a2 − a+ 1)(a2 + 2a+ 4)

(6) (x+ 1)2(x+ 5)2

I1.1.5 (1) 3(y − z)(z − x)(x+ y − 2z)

(2) (2x2 + 3xy + 4y2)(2x2 − 3xy + 4y2)

問題 1.2

I1.2.1
(1) (i) 2

7 = 0.2̇85714̇

(ii) 5
12 = 0.416̇

(iii) 7
15 = 0.46̇

(2) (i) 0.4̇ = 4
9 (ii) 0.3̇6̇ = 4

11

I1.2.2 (1) 3
√
3 (2) 4 (3) 4

√
14 (4) 9 + 2

√
35

I1.2.3 (1)
√
3 (2) 5

√
6−5

√
2

4

(3) 5
√
2− 2

√
11 (4) 2

√
3+3

√
2−

√
30

12

I1.2.4 (1) 2−
√
3 (2) 3 +

√
3

(3)
√
7−

√
3 (4) 3

√
2+

√
14

2

I1.2.5 (1) 8 (2) 1 (3) 62 (4) 488 (5) 3842

I1.2.6 (1) 11 (2) ±
√
13 (3) ±10

√
13 (4) 1298

I1.2.7 (1) − 1
2 (2) 7 (3) 12

I1.2.8 (1) 0 (2) 97+56
√

3
16

I1.2.9 (1) a = 2, b =
√

7−2
3 (2) a+ 1

b = 4 +
√
7

節末 1.2
I1.2.1 10

121
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6.1

6 略解 6.1 問題，節末・章末問題の略解
I1.2.2 −3x− 1

I1.2.3 9

I1.2.4 3
√

2−
√
30

6

I1.2.5
√
6 +

√
2

I1.2.6 − 11
2

I1.2.7 (1) 1 (2) −2 + 2
√
11 (3) 4 (4) 2

√
11− 6

問題 1.3

I1.3.1 (1) −1 < x+ 2 < 4 (2) −9 < 3x < 6

(3) −4 < x+ y < 6 (4) −7 < x− y < 3

(5) −17 < 3x− 2y < 8

I1.3.2 (1) x < − 5
2 (2) x > 18

5 (3) x ≧ − 7
4

I1.3.3 (1) x ≧ 8 (2) − 1
3 ≦ x < 2 (3) 解なし

I1.3.4 (1) x = 1, 2, 3, 4, 5 (2) 4 ≦ a < 5

I1.3.5 (1) 16個 (2) 21, 22, 23, 24

I1.3.6 (1) a > 0のとき，x > − 2
a

a = 0のとき，すべての実数
a < 0のとき，x < − 2

a

(2) a > 1のとき，x ≦ a

a = 1のとき，すべての実数
a < 1のとき，x ≧ a

I1.3.7 (1) x = 1, −5 (2) 1 ≦ x ≦ 9

(3) x < −3, x > 1

I1.3.8 (1) x = 1 (2) x ≦ −3または −1 ≦ x ≦ 3

節末 1.3
I1.3.1 (1) a < 3

4 (2) 0 ≦ a < 1
4

I1.3.2 x = 56, 64

I1.3.3 (1) 20 km 以下 (2) 250 g 以上 500 g 以下

I1.3.4 (1) a > 0のとき，x > b
a

a = 0, b < 0のとき，すべての実数
a = 0, b ≧ 0のとき，解なし
a < 0のとき，x < b

a

(2) a+ b > 0のとき，x ≦ a− b

a+ b = 0のとき，すべての実数
a+ b < 0のとき，x ≧ a− b

I1.3.5 (1) x = 5, −1 (2) x = 1, −1

I1.3.6 (1) x > 3
5 (2) 3

2 ≦ x ≦ 13
2 (3) x = 3

2

章末 1
I1.1 8xz

I1.2 (1) −(a− b)(b− c)(c− a)(a+ b+ c)

(2) (a+ b+ c)(a− b− c)(a+ b− c)(a− b+ c)

I1.3 −3

I1.4 a = −2, b = 6

I1.5


3a (1 ≦ a)

a+ 2
(
− 1

2 ≦ a < 1
)

−3a
(
a < − 1

2

)
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6.1

6 略解 6.1 問題，節末・章末問題の略解
問題 2.1

I2.1.1 (1) (i) 7 ∈ A (ii) 12 /∈ A

(2) (i) {1, 2, 4, 8, 16} (ii) {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2}
(3) (i) A ⊂ B (ii) A = B

I2.1.2 (1) {5, 9} (2) {1, 6, 12}
(3) {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12}
(4) {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12} (5) {5, 9}

I2.1.3 (1) {x | x ≦ −2} (2) {x | x < −4}
(3) {x | x < −4, x ≧ −3}

I2.1.4 a = 4

I2.1.5 (1) {2} (2) {1, 2, 14}
(3) {1, 2, 14} (4) {1, 2, 7, 10, 14}

I2.1.6 (1) 略 (2) 略

I2.1.7 (1) 偽，反例：x = −4

(2) 偽，反例：x = 1 y = 1 (3) 真
(4) 偽，反例：x =

√
2, y =

√
2

I2.1.8 (1) 偽 (2) 真

I2.1.9 (1) (ii) (2) (i)

I2.1.10 (1) x < 0 または x ≧ 5

(2) x = 1 または x = 2 (3) x ̸= 0 かつ x ̸= 2

(4) x ̸= 1 かつ y ̸= 1

I2.1.11 (1) 命題：真 否定：偽
(2) 命題：偽 否定：真

I2.1.12 (1) 逆：偽 裏：偽 対偶：真
(2) 逆：偽 裏：偽 対偶: 真

I2.1.13 (1) 略 (2) 略

I2.1.14 略

I2.1.15 (1) 略 (2) 略

I2.1.16 (1) 略 (2) a = 4, b = 1

節末 2.1
I2.1.1 ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}

I2.1.2 (1) 0 < a <
√
6− 1 (2) 4 ≦ a < 5

I2.1.3 (1) 真 (2) 偽，反例：x2 − x = 1

(3) 偽，反例：x =
√
2, y = −

√
2

I2.1.4 (1) (ii) (2) (iii) (3) (iv)

I2.1.5 略

I2.1.6 略

章末 2
I2.1 略

I2.2 (1) 真 (2) 偽，反例：a = 3, b = 3 (3) 真

I2.3 略

I2.4 略

I2.5 略
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6.1

6 略解 6.1 問題，節末・章末問題の略解
問題 3.1

I3.1.1 (1) 19 (2) 31
2 (3) 36a2 − 3a+ 5

(4) 16a2 + 14a+ 8 (5) 4a4 − 9a2 + 10

I3.1.2 (1) 略 値域：−1 ≦ y ≦ 9 (2) 略 値域：0 ≦ y ≦
4

I3.1.3 (a, b) =
(
3
2 ,

7
2

)
,
(
− 3

2 ,
13
2

)
I3.1.4 (1) 略 軸：y 軸 頂点：(0, 3)

(2) 略 軸：x = 2 頂点：(2, 0)

(3) 略 軸：x = −1 頂点：(−1, −4)

I3.1.5 (1) 略 軸：x = −2 頂点：(−2, −5)

(2) 略 軸：x = 3 頂点：(3, 1)

I3.1.6 y = x2 − 10x+ 18 または y = (x− 5)2 − 7

I3.1.7 (1) x軸方向に −3，y 軸方向に 1 だけ平行移動
(2) y = −2x2 + 13x− 28

I3.1.8 (1) y = x2 − 4x+ 5 (2) y = −x2 − 4x− 5

(3) y = x2 + 4x+ 5

I3.1.9 a = −1, b = −10, c = −9

I3.1.10 (1) 略 (2) 略

I3.1.11 略

I3.1.12 −5 ≦ x ≦ −3

節末 3.1
I3.1.1 27a4 − 36a3 + 42a2 − 20a+ 10

I3.1.2 a = − 4
3 , b = −14

I3.1.3 a = 3, b = −12, c = 8

I3.1.4 y = −(x− 5)2 + 7

I3.1.5 (1) x = 4のとき，最小値 4
(2) x = 5のとき，最小値 5

問題 3.2

I3.2.1 (1) 最大値 5，最小値はない
(2) 最小値 −5，最大値はない

I3.2.2 (1) 最小値 1，最大値はない (2) 最大値 5，最小値 1

I3.2.3
(
2
3 ,

5
6

)
,
(
− 2

3 ,
7
6

)
I3.2.4

(1)
{

0 < a < 2 のとき， x = a で最小値 a2 − 4a+ 6

2 ≦ a のとき， x = 2 で最小値 2

(2)


0 < a < 6 のとき， x = 0 で最小値 −8

a = 6 のとき， x = 0, 6 で最小値 −8

6 < a のとき， x = a で最小値 −a2 + 6a− 8

I3.2.5

(1)


a < 3

2 のとき， x = 3 で最大値 −6a+ 12

a = 3
2 のとき， x = 0, 3 で最大値 3

3
2 < a のとき， x = 0 で最大値 3

(2)


a < 1 のとき， x = 1 で最小値 −2a+ 6

1 ≦ a ≦ 4 のとき， x = a で最小値 −a2 + 5

4 < a のとき， x = 4 で最小値 −8a+ 21

I3.2.6

(1)


a < −1 のとき， x = a+ 2 で最小値 a2 + 2a+ 3

−1 ≦ a ≦ 1 のとき， x = 1 で最小値 2

1 < a のとき， x = a で最小値 a2 − 2a+ 3

(2)


a < 1 のとき， x = a で最大値 a2 − 4a+ 5

a = 1 のとき， x = 1, 3 で最大値 2

a > 1 のとき， x = a+ 2 で最大値 a2 + 1

I3.2.7 (1) M = −a2 + 3a+ 6 (2) 最小値 −4

I3.2.8 (1) t ≧ −4 (2) x = 1, 3のとき，最小値 −9

I3.2.9 (1) 最小値 18
5 (2) 最大値 36

I3.2.10 斜辺の長さが 5
√
2，直角を挟む 2 辺の長さがともに

5 の直角二等辺三角形

I3.2.11 (1) y = 1
3 (x+ 2)2 + 3 (2) y = −3(x− 2)2 + 8

I3.2.12 (1) y = −x2 + 4x+ 4 (2) y = 2(x+ 1)(x− 4)

I3.2.13 (1) y = 4x2, y = (x− 3)2

(2) y = 3x2 − 3, y = 3
(
x− 10

3

)2
+ 11

3

節末 3.2
I3.2.1 k = −2，最大値 8，最小値 −8

I3.2.2 (1) 頂点 (2, 8), x軸との交点 (0, 0), (4, 0),
y 軸との交点 (0, 0) (2) a = 0, 3

I3.2.3 (1) m =

−7a+ 18 (a > 4)

−a2 + a+ 2 (a ≦ 4)
(2) a = 1

2

I3.2.4 a = − 4
3 , b = 8, c = −5

I3.2.5 最小値 1
4

I3.2.6 a = −1, b = 2, c = 8

問題 3.3

I3.3.1 (1) x = 7±
√

17
8 (2) x = 4±

√
21

(3) x = − 1
4 (4) x = 1

3 ,
3
2

I3.3.2 (1) x = 4± 2
√
3 (2) x = 2

√
3 (3) x = 4, 0

I3.3.3 (1) a = 0 のとき，x = −1

a ̸= 0 のとき，x = −1, − 3
a

(2) a ≦ 0 のとき，解なし
a = 2 のとき，すべての実数
0 < a < 2, 2 < a のとき x = ± 1√

a
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6 略解 6.1 問題，節末・章末問題の略解
I3.3.4 (1) a = 1, b = −20

(2) a = 2のとき，x = −4

a = −2のとき，x = 4

I3.3.5 (1) 2 個 (2) 0 個 (3) 2 個 (4) 1 個

I3.3.6 (1) k = 5のとき，x = −5

k = −2のとき，x = 2

(2) k < 2 のとき，2 個
k = 2 のとき，1 個
k > 2 のとき，0 個

I3.3.7 − 7
4 < k < 1

I3.3.8 k = −9, x = 4

I3.3.9 (1) 共有点を 2個もち，その座標は，(5, 0), (−2, 0)

(2) 共有点を 1個もち，その座標は，(2, 0)

(3) 共有点をもたない．

I3.3.10 (1) k = 3のとき，(3, 0)

k = 1のとき，(1, 0)

(2) k ≦ −3

I3.3.11 (1)
√

41
2 (2) 5

2

I3.3.12 (1) a < 0 (2) b > 0 (3) c > 0

(4) b2 − 4ac > 0 (5) a+ b+ c > 0

I3.3.13 (1) (1, −1), (5, 11)

(2) ( 32 , − 3
2 ), (−1, 1), (1, 2)

I3.3.14 (1) 共有点を 2個もち，その座標は，(2, −2), (1, −1)

(2) 共有点をもたない．
(3) 共有点を 1個もち，その座標は，(2, 2)

I3.3.15 (1) k > − 15
2 のとき，2個

k = − 15
2 のとき，1個

k < − 15
2 のとき，0個

(2) k > −3のとき，2個
k = −3のとき，1個
k < −3のとき，0個

I3.3.16 (1) x < 2, 6 < x (2) x < 3−
√
5

2 , 3+
√

5
2 < x

(3) − 1
3 ≦ x ≦ 2

I3.3.17 (1) 1以外のすべての実数 (2) すべての実数
(3) x = 3 (4) 解なし

I3.3.18 (1) −3 ≦ x < −1, − 1
2 < x ≦ 1

(2) 1−
√
5 ≦ x ≦ 0, 2 ≦ x ≦ 1 +

√
5

I3.3.19 (1) a > 0のとき，x < a, 3a < x

a = 0のとき，x ̸= 0

a < 0のとき，x < 3a, a < x

(2) a > 0のとき，1 < x < 4

a < 0のとき，x < 1, x > 4

I3.3.20 a = − 1
3 , b = 5

3

I3.3.21 (1) 4 < k < 12

(2) k < −3, −3 < k < −1, 5 < k のとき，2個

k = −3, k = −1, k = 5のとき，1個
−1 < k < 5のとき，0個

I3.3.22 (1) −8 < k < 0 (2) k ≦ −2

I3.3.23 − 7
3 < a < 3

I3.3.24 −7 ≦ a < −6, 7 < a ≦ 8

I3.3.25 a < −2, 1 < a < 6
5

I3.3.26
√

3
2 < a < 1

I3.3.27 − 2
3 < a < 2

I3.3.28 1
2 < a < 5

6

I3.3.29 2 ≦ a < 3

I3.3.30 (1) 0 ≦ a ≦ 3 (2) a ≦ −4, −3 ≦ a

(3) a ≦ −4, −3 ≦ a < 0, 3 < 3

I3.3.31 x = 1
2 , y = ±

√
3

2 のとき，最大値 5
4

x = −1, y = 0のとき，最小値 −1

I3.3.32 (1) x = 2, y = − 1
3 のとき，最小値 2

3

(2) x = 6, y = −2のとき，最小値 −1

I3.3.33 0 cm より長く，16 cm 以下であればよい．

I3.3.34 (1) −
√
70
2 < a <

√
70
2 (2) a < −

√
70
2 , a >

√
70
2

I3.3.35 (1) a > 22 (2) a > 4

I3.3.36 a < −3 のとき，0個
a = −3 のとき，1個
−3 < a < − 3

4 のとき，2個
a = − 3

4 のとき，3個
− 3

4 < a < −1 のとき，4個
a = −1 のとき，3個
a > −1 のとき，2個

節末 3.3
I3.3.1 5個

I3.3.2 a = ± 6√
13

I3.3.3 (1) x < −
√
2, − 1√

3
< x < 1√

3
,
√
2 < x

(2) 3−
√
13

2 ≦ x ≦ 3−
√

5
2 , 3+

√
5

2 ≦ x ≦ 3+
√

13
2

I3.3.4 − 1
6 < a < 4−

√
14

I3.3.5 1−
√
7 < x < 2 +

√
6

章末 3
I3.1 最大値は 2，最小値は − 10

3

I3.2 y = 4, y = 4x

I3.3 a = 2, b = 1, α = −2

I3.4 略

I3.5 (1) 略 (2) 4u2 − v = 15 (3) − 241
16 ≦ k ≦ 3
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6 略解 6.1 問題，節末・章末問題の略解
問題 4.1

I4.1.1 (1) sinA = 4
5 , cosA = 3

5 , tanA = 4
3

(2) x = 5
√
3, y = 5

I4.1.2 16.5 + 15
√
3 (m)

I4.1.3 (1) BD = 1 (2) AB = 1+
√
5

2 (3) sin 18◦ =
√

5−1
4

I4.1.4 (1) cosA = 3
5 , tanA = 4

3

(2) sinA = 1
3 , cosA = 2

√
2

3

I4.1.5 (1) sin 55◦ = cos 35◦, cos 125◦ = − sin 35◦,

sin 35◦ cos 125◦ + sin 55◦ cos 145◦ = −1

(2) 略

I4.1.6 (1) θ = 30◦, 150◦ (2) θ = 120◦ (3) θ = 135◦

I4.1.7 (1) cosα = −
√
5
3 , tanα = − 2√

5

(2) sinβ = 2√
5
, cosβ = − 1√

5

I4.1.8 (1) sin θ cos θ = 3
8 (2) sin3 θ − cos3 θ = 11

16

(3) sin θ + cos θ =
√

7
2

I4.1.9 (1) θ = 60◦ (2) θ = 30◦, 150◦

I4.1.10 (1) 30◦ (2) 60◦

I4.1.11 (1) 60◦ < θ < 120◦ (2) 135◦ ≦ θ ≦ 180◦

I4.1.12 (1) 90◦ < θ ≦ 150◦

(2) 0◦ ≦ θ < 90◦, 135◦ < θ ≦ 180◦

I4.1.13 (1) 60◦ < θ < 90◦

(2) 0◦ ≦ θ ≦ 30◦, 150◦ ≦ θ ≦ 180◦, θ = 90◦

I4.1.14 θ = 120◦ のとき，最大値 5
4

θ = 0◦ のとき，最小値 −1

I4.1.15 1 ≦ a < 37
12

I4.1.16 −3 ≦ a < −2
√
2

節末 4.1

I4.1.1 (1) AB =
√
4 + 2

√
2

(2) sin 22.5◦ =

√
2−

√
2

2 , cos 22.5◦ =

√
2+

√
2

2 , tan 22.5◦ =
√
2− 1

I4.1.2 26
5

I4.1.3 θ = 120◦

I4.1.4 (1) 1
3 (2)

√
15
3 (3) −

√
3

3 (4) − 4
√
3

9

I4.1.5 a = 2, b = 0 または a = −1, b = −
√
3

問題 4.2

I4.2.1 (1) c =
√
6, R =

√
3 (2) A = 60◦, 120◦

I4.2.2 (1) c =
√
76 (2) B = 60◦ (3) b = 1 +

√
3

I4.2.3 (1) a = 2
√
2, C = 30◦, B = 15◦

(2) A = 45◦, B = 30◦, C = 105◦

I4.2.4 a =
√
6 +

√
2, A = 105◦, B = 45◦ または

a =
√
6−

√
2, A = 15◦, B = 135◦

I4.2.5 C = 120◦

I4.2.6 (1) 1 < x < 5 (2) 1 < x <
√
5,

√
13 < x < 5

I4.2.7 (1) BC = CAの二等辺三角形
(2) BC = CAの二等辺三角形または C = 90◦ の直角三角形

節末 4.2
I4.2.1 0

I4.2.2 A = 75◦, C = 60◦, a =
√
3+1 またはA = 15◦, C =

120◦, a =
√
3− 1

I4.2.3 cosA = − 1
2 , a = 3, b = 15

7 , c = 9
7

I4.2.4 (1) x > 2 (2) 2 < x < 4 (3) x = 5
2 , R = 7

√
3

6

I4.2.5 BC = CAの二等辺三角形または C = 120◦ の三角形

問題 4.3

I4.3.1 (1) 5
√
5

2 (2) 10
√
3

I4.3.2 (1) 2 + 2
√
2 (2) 3

I4.3.3 (1) cosA = 3
4 , sinA =

√
7
4 (2) 15

√
7

4

(3)
√

7
2 (4) 8

√
7

7

I4.3.4 (1) 4
√
3 (2) 4 (3) 12

√
3

I4.3.5 (1) 1√
2

(2) 2

I4.3.6 (1) 10
3 (2) 2

I4.3.7
√

22
2

I4.3.8 50
√
3 + 150 (m)

I4.3.9 (1) 13 (2) 10
3 (3) V = 4000

81 π, S = 400
9 π

I4.3.10
√
3

I4.3.11 5
√
2

節末 4.3
I4.3.1 内接する正 n角形の面積： 1

2na
2 sin

(
360◦

n

)
外接する正 n角形の面積：na2 tan

(
180◦

n

)
I4.3.2 (1) cosA = − 1

2 , sinA =
√
3

2

(2) S = 14
√

3
3 , R = 13

3

I4.3.3 (1) cos∠BAD = 7
18 , BD = 5

√
3

3

(2) BE : ED = 3 : 2, BE =
√
3

I4.3.4 (1) 60◦ (2) 3
√

3
2 (3)

√
2
2 (4)

√
6

3

I4.3.5 25π
6

章末 4
I4.1 − 65

8
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6.1

6 略解 6.1 問題，節末・章末問題の略解
I4.2 a ≦ − 3

2

I4.3 (1) 60◦ (2) 65
√
3

4

I4.4 (1) 最小値 3
2

(2) AD = 3
2 のとき，最小値 S = 27

√
3

16

I4.5 (1)
√

21
6 (2) 3

√
35

2

問題 5.1
I5.1.1 (1) 略 (2) 略

I5.1.2 (1) Aクラスの平均値は 7.17，Bクラスの平均値は 5
(2) 全体の平均値は 6.18
(3) Aクラスの中央値は 7.5，Bクラスの中央値は 5

I5.1.3 (1) 平均値の最小値は 10，最大値は 14
(2) x = 21

I5.1.4 略

I5.1.5 (1) B組 (2) A組 (3) C組 (4) C組

I5.1.6 平日は (iii)，週末は (ii)

I5.1.7 (1) a = 7, s2a = 0.6, sa ≒ 0.8,

b = 5, s2b = 0.8, sb ≒ 0.9

(2) B倉庫

I5.1.8 (1) 平均値 6.5 分散：1.25
(2) a = 3, b = 17

I5.1.9 (1) 85.5
(2) 平均値は変化しない．分散は増加する

I5.1.10 (1) y = 30, s2y = 36, sy = 6

(2) y = 150, s2y = 324, sy = 18

(3) y = −90, s2y = 144, sy = 12

(4) y = 0, s2y = 1, sy = 1

I5.1.11 (1) 590 (2) 600

I5.1.12 相関係数は − 10
11，散布図は (i)

I5.1.13 0.5

I5.1.14 新機能が役立つとは判断できない

節末 5.1
I5.1.1 (ii)

I5.1.2 平均値：21 分散：3.5

I5.1.3 B 地区の方が望ましい建設地であると判断してよい．

章末 5
I5.1 1.25

I5.2 (1) 11.2 (2) 4.16

I5.3 (1) x = mのとき，最小値をとる．
(2) 平均値 m+ p，分散 σ2 (3) 平均値 q m，分散 q2 σ2

I5.4 (1) 15 (2) 平均値 69 標準偏差 2
√
249

I5.5 0.747
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

数と式（解答）
式の展開と因数分解（解答）
解答 I1.1.1 ⋆ 問題 p.16

問題文
(1) 次の多項式を xについて降べきの順に整理し，次数と定数項を求めよ．

5 + x4 − 3x3 + 2x− 4x+ 3x2 − 9− x4

(2) 次の多項式において，[ ]内の文字に着目したとき，その次数と定数項を求めよ．

4b2 − 3ab2 + ab− 6a+ 7a2 − 3 + 2b3, [b], [aと b]

(1) 5 + x4 − 3x3 + 2x− 4x+ 3x2 − 9− x4

=(x4 − x4) + (−3x3) + (3x2) + (2x− 4x) + (5− 9)

=− 3x3 + 3x2 − 2x− 4

よって，次数は 3，定数項は−4

(2) bに着目すると，

4b2 − 3ab2 + ab− 6a+ 7a2 − 3 + 2b3 = (4− 3a)b2 + ab+ 2b3 + 7a2 − 6a− 3

= 2b3 + (4− 3a)b2 + ab+ 7a2 − 6a− 3

よって，bに着目したとき，次数は 3 ，定数項は 7a2 − 6a− 3

また，aと bに着目すると，

4b2 − 3ab2 + ab− 6a+ 7a2 − 3 + 2b3 = 2b3 − 3ab2 + ab+ 7a2 + 4b2 − 6a− 3

よって，aと bに着目したとき，次数は 3，定数項は −3

◀ 同類項をまとめ，降べきの
順（次数の高い順）に整理す
る．
◀ −3x3 より，最も高い次数
は 3である．

◀ 着目した文字以外の文字を
定数として考える．

◀ b3 があるため，最も高い次
数は 3である（次数は掛け合
わせた文字の総数）．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.2 ⋆⋆ 問題 p.17

問題文
A = 2x2 − 4x+ 3，B = 3x2 + x− 7について，次の式を計算せよ．
(1) A+B (2) A−B

(3) 3A− 2B (4) 4(A+B)− (2A− 3B)

(1) A+B = (2x2 − 4x+ 3) + (3x2 + x− 7)

= (2x2 + 3x2) + (−4x+ x) + (3− 7)

= 5x2 − 3x− 4

(2) A−B = (2x2 − 4x+ 3)− (3x2 + x− 7)

= 2x2 − 4x+ 3− 3x2 − x+ 7

= (2x2 − 3x2) + (−4x− x) + (3 + 7)

= −x2 − 5x+ 10

(3) 3A− 2B = 3(2x2 − 4x+ 3)− 2(3x2 + x− 7)

= 6x2 − 12x+ 9− 6x2 − 2x+ 14

= (6x2 − 6x2) + (−12x− 2x) + (9 + 14)

= −14x+ 23

(4) 4(A+B)− (2A− 3B)

=4A+ 4B − 2A+ 3B

=2A+ 7B

=2(2x2 − 4x+ 3) + 7(3x2 + x− 7)

=4x2 − 8x+ 6 + 21x2 + 7x− 49

=25x2 − x− 43

◀ 同類項をまとめて計算する．

◀ −(3x2 + x − 7) は括弧を
外すと，各項の係数の符号が
変わる（分配法則）．

◀ この行は省略してもよい．

◀ A, B について整理する．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.3 ⋆ 問題 p.18
問題文
次の計算をせよ．
(1) 3x2y × (−4xy2)2 (2) 5abc2(2a2 − 3b+ 4c)

(3) (x− 3)(x2 + 4x− 7) (4) (x3 − 2x+ 5)(3x2 − x+ 4)

(1) 3x2y × (−4xy2)2 = 3x2y × (−4)2x2(y2)2 = 3x2y × 16x2y4

= 3 · 16x2+2y1+4 = 48x4y5

(2) 5abc2(2a2 − 3b+ 4c) = 5abc2 · 2a2 + 5abc2 · (−3b) + 5abc2 · 4c

= 10a3bc2 − 15ab2c2 + 20abc3

(3) (x− 3)(x2 + 4x− 7) = x(x2 + 4x− 7)− 3(x2 + 4x− 7)

= x3 + 4x2 − 7x− 3x2 − 12x+ 21

= x3 + x2 − 19x+ 21

(4) (x3 − 2x+ 5)(3x2 − x+ 4)

=x3(3x2 − x+ 4)− 2x(3x2 − x+ 4) + 5(3x2 − x+ 4)

=3x5 − x4 + 4x3 − 6x3 + 2x2 − 8x+ 15x2 − 5x+ 20

=3x5 − x4 − 2x3 + 17x2 − 13x+ 20

◀ (−4xy2)2 を先に計算する．

◀ 係数の積，文字の積をそれ
ぞれ計算する．
◀ A(B +C) = AB +AC よ
り，次のことがいえる．

A(B+C+D) = AB+AC+AD

◀ (A+B)(C +D + E)

= AC +AD +AE

+BC +BD +BE

◀ 降べきの順に整理する．

解答 I1.1.4 ⋆ 問題 p.19
問題文
次の式を展開せよ．
(1) (x+ 3)2 (2) (k − 2)2 (3) (x+ 2y)(x− 2y)

(4) (x− 2y)(x− 5y) (5) (4a+ 2b)(3a+ b) (6) (2x− y − z)2

(1) (x+ 3)2 = x2 + 2 · x · 3 + 32 = x2 + 6x+ 9

(2) (k − 2)2 = k2 − 2 · k · 2 + 22 = k2 − 4k+ 4

(3) (x+ 2y)(x− 2y) = x2 − (2y)2 = x2 − 4y2

(4) (x−2y)(x−5y) = x2+{(−2y)+(−5y)}x+(−2y) ·(−5y) = x2−7xy+10y2

(5) (4a+ 2b)(3a+ b) = 4 · 3a2 + (4 · b+ 2b · 3)a+ 2b · b = 12a2 + 10ab+ 2b2

(6) (2x− y − z)2 = {2x+ (−y) + (−z)}2

= (2x)2 + (−y)2 + (−z)2

+ 2 · (2x) · (−y) + 2 · (−y) · (−z) + 2 · (−z) · (2x)

= 4x2 + y2 + z2 − 4xy + 2yz − 4zx

【別解】 (2x− y − z)2 = {(2x− y)− z}2 = (2x− y)2 − 2(2x− y)z + z2

=
(
4x2 − 4xy + y2

)
− 4xz + 2yz + z2

= 4x2 + y2 + z2 − 4xy + 2yz − 4zx

◀ (a+ b)2

=a2 + 2ab+ b2

◀ (a− b)2

=a2 − 2ab+ b2

◀ (a+ b)(a− b)

=a2 − b2

◀ (x+ a)(x+ b)

=x2 + (a+ b)x+ ab

◀ (ax+ b)(cx+ d)

= acx2 + (ad+ bc)x+ bd

◀ (a+ b+ c)2

=a2 + b2 + c2

+ 2ab+ 2bc+ 2ca

◀ 2x− y = Aとおくと，

(A− z)2 = A2 − 2Az + z2

◀ 輪環の順に整理するとよい．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.5 ⋆⋆ 問題 p.20

問題文
次の式を展開せよ．
(1) (x+ 3)3 (2) (2x− 5y)3

(3) (3x− 2)(9x2 + 6x+ 4) (4) (5a+ 2b)(25a2 − 10ab+ 4b2)

(5) (x− 3)3(x+ 3)3 (6) (x+2)(x−2)(x2+2x+4)(x2−2x+4)

(1) (x+ 3)3 = x3 + 3x2 · 3 + 3x · 32 + 33

= x3 + 9x2 + 27x+ 27

(2) (2x− 5y)3 = (2x)3 − 3(2x)2 · 5y + 3 · 2x · (5y)2 − (5y)3

= 8x3 − 60x2y + 150xy2 − 125y3

(3) (3x− 2)(9x2 + 6x+ 4) = (3x− 2){(3x)2 + 3x · 2 + 22}

= (3x)3 − 23

= 27x3 − 8

(4) (5a+ 2b)(25a2 − 10ab+ 4b2) = (5a+ 2b){(5a)2 − 5a · 2b+ (2b)2}

= (5a)3 + (2b)3

= 125a3 + 8b3

(5) (x− 3)3(x+ 3)3 = {(x− 3)(x+ 3)}3

= (x2 − 9)3

= (x2)3 − 3(x2)2 · 9 + 3x2 · 92 − 93

= x6 − 27x4 + 243x2 − 729

(6) (x+ 2)(x− 2)(x2 + 2x+ 4)(x2 − 2x+ 4)

=(x+ 2)(x2 − 2x+ 4)(x− 2)(x2 + 2x+ 4)

=(x3 + 8)(x3 − 8)

=x6 − 64

◀ (a+ b)3

=a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

◀ (a− b)3

=a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

◀ (a+ b)(a2 − ab+ b2)

=a3 + b3

◀ (a− b)(a2 + ab+ b2)

=a3 − b3

◀ 先に 3 次の乗法公式を用
いて展開してもよいが，計
算に手間が掛かる．そこで，
(a+ b)(a− b) = a2 − b2 の利
用を考える．

◀ (a+ b)(a− b) = a2 − b2
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.6 ⋆⋆ 問題 p.21

問題文
次の式を展開せよ．
(1) (x+ 2y − 3)(x+ 2y + 5) (2) (4a− 3b+ c)(4a+ 3b− c)

(3) (p+ q − r + s)(p+ q + r − s)

(1) (x+ 2y − 3)(x+ 2y + 5)

={(x+ 2y)− 3}{(x+ 2y) + 5}

=(x+ 2y)2 + 2(x+ 2y)− 15

=x2 + 4xy + 4y2 + 2x+ 4y − 15

(2) (4a− 3b+ c)(4a+ 3b− c)

={4a+ (−3b+ c)}{4a− (−3b+ c)}

=(4a)2 − (−3b+ c)2

=16a2 −
(
9b2 − 6bc+ c2

)
=16a2 − 9b2 + 6bc− c2

(3) (p+ q − r + s)(p+ q + r − s)

={(p+ q) + (r − s)}{(p+ q)− (r − s)}

=(p+ q)2 − (r − s)2

=
(
p2 + 2pq + q2

)
−
(
r2 − 2rs+ s2

)
=p2 + q2 − r2 − s2 + 2pq + 2rs

◀ x+ 2y = Aとおくと，
(A− 3)(A+ 5)

=A2 + 2A− 15

◀ −(3b − c)とくくると，共
通する部分が 3b− cとなる．

◀ 3b− c = Aとおくと，
(4a+A)(4a−A)

=16a2 −A2

◀ p+ q − r + s

=(p+ q) + (r − s)

◀ p + q = A, r − s = B と
おくと，(A + B)(A − B) =

A2 −B2
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.7 ⋆⋆ 問題 p.22
問題文
次の式を展開せよ．
(1) (x− 4)(x− 5)(x+ 2)(x+ 3) (2) (x− 3)(x+ 3)

(
x2 + 9

) (
x4 + 9

)
(3) (m− n)2

(
m2 +mn+ n2

)2
(1) (x− 4)(x− 5)(x+ 2)(x+ 3)

=(x− 4)(x+ 2)× (x− 5)(x+ 3)

=
(
x2 − 2x− 8

) (
x2 − 2x− 15

)
=
{(
x2 − 2x

)
− 8
}{(

x2 − 2x
)
− 15

}
=
(
x2 − 2x

)2 − 23
(
x2 − 2x

)
+ 120

=x4 − 4x3 + 4x2 − 23x2 + 46x+ 120

=x4 − 4x3 − 19x2 + 46x+ 120

(2) (x− 3)(x+ 3)
(
x2 + 9

) (
x4 + 9

)
=
(
x2 − 9

) (
x2 + 9

) (
x4 + 9

)
=
(
x4 − 81

) (
x4 + 9

)
=x8 + 9x4 − 81x4 − 729

=x8 − 72x4 − 729

(3) (m− n)2
(
m2 +mn+ n2

)2
=
{
(m− n)

(
m2 +mn+ n2

)}2
=
(
m3 − n3

)2
=m6 − 2m3n3 + n6

◀ 共通する部分が見つかるよ
うに，組み合わせを工夫する．

◀ x2 − 2x = Aとおくと，
(A− 8)(A− 15)

=A2 − 23A+ 120

◀ (a + b)(a − b) = a2 − b2

を利用して，(x − 3)(x + 3)

を先に計算する．
◀ (a + b)(a − b) = a2 − b2

を再度利用する．

◀ A2B2 = (AB)2

( ) ( ) ( ) ( )

解答 I1.1.8 ⋆ 問題 p.23
問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) 4x3y2+8x2y2+12xy3 (2) ab− b− a+ 1 (3) x2 − 14x+ 49

(4) 25m3 − 20m2 + 4m (5) 9y2 − (y − 2)2 (6) x2 + 7x+ 10

(1) 4x3y2 + 8x2y2 + 12xy3 = 4xy2(x2 + 2x+ 3y)

(2) ab− b− a+ 1 = (a− 1)b− (a− 1) = (a− 1)(b− 1)

(3) x2 − 14x+ 49 = x2 − 2 · x · 7 + 72 = (x− 7)2

(4) 25m3 − 20m2 + 4m = m(25m2 − 20m+ 4)

= m{(5m)2 − 2 · 5m · 2 + 22}

m(5m− 2)2

(5) 9y2 − (y − 2)2 = {3y + (y − 2)}{3y − (y − 2)}

= (3y + y − 2)(3y − y + 2)

= (4y − 2)(2y + 2)

= 4(2y − 1)(y + 1)

(6) x2 + 7x+ 10 = x2 + (2 + 5)x+ 5 · 2 = (x+ 2)(x+ 5)

◀ 4, 8, 12の最大公約数は 4

である．
◀ bについて整理すると，共
通因数 a− 1が見つかる．
◀ a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2

◀ 先にmをくくり出す．

◀ 括弧を外すときは符号に注
意すること．

◀ 和が 7，積が 10になる数を
探す．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.9 ⋆ 問題 p.24
問題文
次の式を因数分解せよ．

(1) 2x2 + 5x+ 3 (2) 4x2 − 11x− 3 (3) 6x2 + 13xy + 6y2

(1) 2x2 + 5x+ 3 = (x+ 1)(2x+ 3) 1

2

1

3

2

3

5

(2) 4x2 − 11x− 3 = (x− 3)(4x+ 1) 1

4

−3

1

−12

1

−11

(3) 6x2 + 13xy + 6y2 = (2x+ 3y)(3x+ 2y) 2

3

3y

2y

9y

4y

13y

◀ y を忘れないように注意す
ること．

解答 I1.1.10 ⋆⋆ 問題 p.25
問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) x3 − 27 (2) 27m3 + 8n3

(3) x3 − 6x2 + 12x− 8 (4) x3 − 4x2 − x+ 4

(1) x3 − 27 = x3 − 33

= (x− 3){x2 + x · 3 + 32}

= (x− 3)(x2 + 3x+ 9)

(2) 27m3 + 8n3 = (3m)3 + (2n)3

= (3m+ 2n){(3m)2 − 3m · 2n+ (2n)2}

= (3m+ 2n)(9m2 − 6mn+ 4n2)

(3) x3 − 6x2 + 12x− 8 = (x− 2)3

【別解】 x3 − 6x2 + 12x− 8 = (x3 − 8) + (−6x2 + 12x)

= (x− 2)(x2 + 2x+ 4)− 6x(x− 2)

= (x− 2){x2 + 2x+ 4− 6x}

= (x− 2)(x2 − 4x+ 4)

= (x− 2)(x− 2)2

= (x− 2)3

(4) x3 − 4x2 − x+ 4 = (x3 − 4x2)− (x− 4)

= x2(x− 4)− 1(x− 4)

= (x− 4)(x2 − 1)

= (x− 4)(x− 1)(x+ 1)

◀ a3 + b3

=(a+ b)(a2 − ab+ b2)

◀ a3 − b3

=(a− b)(a2 + ab+ b2)

◀ a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

=(a− b)3

◀ 組み合わせを工夫する．

◀ x3 − 8 = x3 − 23

◀ x− 2をくくり出す．

◀ x− 4をくくり出す．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.11 ⋆⋆ 問題 p.26
問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) 9x2 + 3xy + y − 1 (2) x3 + x2y + 3xy + y2 + 2y − 8

(3) xy + xz − y2 − z2 − 2yz

(1) 9x2 + 3xy + y − 1 = (3x+ 1)y + 9x2 − 1

= (3x+ 1)y + (3x+ 1)(3x− 1)

= (3x+ 1)(3x+ y − 1)

(2) x3 + x2y + 3xy + y2 + 2y − 8

=y2 + (x2 + 3x+ 2)y + (x3 − 8)

=y2 + (x2 + 3x+ 2)y + (x− 2)(x2 + 2x+ 4)

=
{
y + (x2 + 2x+ 4)

}
{y + (x− 2)}

=
(
x2 + 2x+ y + 4

)
(x+ y − 2)

1

1

x2 + 2x+ 4

x− 2

x2 + 2x+ 4

x− 2

x2 + 3x+ 2

◀ y について整理する．

◀ a3 − b3

=(a− b)(a2 + ab+ b2)

を用いて因数分解する．さら
に，全体を y の 2次式と考え
て，たすき掛けを用いて因数
分解する．

(3) xy + xz − y2 − z2 − 2yz

=(y + z)x− (y2 + 2yz + z2)

=(y + z)x− (y + z)2

=(y + z){x− (y + z)}

=(y + z)(x− y − z)

◀ y について整理する．

◀ 3x+ 1をくくり出す．

◀ a2 + 2ab+ b2 = (a+ b)2

解答 I1.1.12 ⋆⋆ 問題 p.27
問題文
次の式を因数分解せよ．

(1) x2 + 4xy + 3y2 − 2x− 8y − 3 (2) 3x2 + 11xy + 10y2 − x− 3y − 4

(1) x2 + 4xy + 3y2 − 2x− 8y − 3

=x2 + (4y − 2)x+
(
3y2 − 8y − 3

)
=x2 + (4y − 2)x+ (y − 3)(3y + 1) · · · (i)

={x+ (y − 3)}{x+ (3y + 1)} · · · (ii)

=(x+ y − 3)(x+ 3y + 1)

(i) 1

3

−3

1

−9

1

−8

(ii) 1

1

y − 3

3y + 1

y − 3

3y + 1

4y − 2

(2) 3x2 + 11xy + 10y2 − x− 3y − 4

=3x2 + (11y − 1)x+ (10y2 − 3y − 4)

=3x2 + (11y − 1)x+ (2y + 1)(5y − 4) · · · (i)

={x+ (2y + 1)}{3x+ (5y − 4)} · · · (ii)

=(x+ 2y + 1)(3x+ 5y − 4)

(i) 2

5

1

−4

5

−8

−3

(ii) 1

3

2y + 1

5y − 4

6y + 3

5y − 4

11y − 1

◀ 先に，(i)のように 10y2 −
3y − 4をたすき掛けを用いて
因数分解する．次に，(ii)のよ
うに全体を xの 2次式と考え
て，たすき掛けを用いて因数
分解する．

◀ y について整理して，因数
分解してもよい．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.13 ⋆⋆ 問題 p.28

問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) (x+ 3y)2 − 5(x+ 3y) + 6 (2)

(
x2 − 2x

) (
x2 − 2x− 3

)
− 4

(3) (x− 1)(x+ 1)(x+ 4)(x+ 6) + 24

(1) (x+ 3y)2 − 5(x+ 3y) + 6

={(x+ 3y)− 2}{(x+ 3y)− 3}

=(x+ 3y − 2)(x+ 3y − 3)

(2)
(
x2 − 2x

) (
x2 − 2x− 3

)
− 4

=
(
x2 − 2x

) {(
x2 − 2x

)
− 3
}
− 4

=
(
x2 − 2x

)2 − 3
(
x2 − 2x

)
− 4

=
{(
x2 − 2x

)
− 4
}{(

x2 − 2x
)
+ 1
}

=
(
x2 − 2x− 4

) (
x2 − 2x+ 1

)
=
(
x2 − 2x− 4

)
(x− 1)2

(3) (x− 1)(x+ 1)(x+ 4)(x+ 6) + 24

=(x− 1)(x+ 6)× (x+ 1)(x+ 4) + 24

=
(
x2 + 5x− 6

) (
x2 + 5x+ 4

)
+ 24

=
{(
x2 + 5x

)
− 6
}{(

x2 + 5x
)
+ 4
}
+ 24

=
(
x2 + 5x

)2 − 2
(
x2 + 5x

)
=
(
x2 + 5x

) {(
x2 + 5x

)
− 2
}

=x(x+ 5)
(
x2 + 5x− 2

)

◀ x+ 3y = Aとおくと，
A2 − 5A+ 6

=(A− 2)(A− 3)

◀ x2 − 2x = Aとおくと，
A(A− 3)− 4

=A2 − 3A− 4

=(A− 4)(A+ 1)

◀ 共通する部分が現れるよう
に，組み合わせを工夫する．

◀ x2 + 5x = Aとおくと，
(A− 6)(A+ 4) + 24

=A2 − 2A

=A(A− 2)

( ) ( ) ( ) ( )
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.14 ⋆⋆ 問題 p.29

問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) (a+ b)(b+ c)(c+ a) + abc (2) ab(a− b) + bc(b− c) + ca(c− a)

(1) (a+ b)(b+ c)(c+ a) + abc

=
{
a2 + (b+ c)a+ bc

}
(b+ c) + abc

= (b+ c)a2 +
{
(b+ c)2 + bc

}
a+ (b+ c)bc

= {a+ (b+ c)}{(b+ c)a+ bc}

= (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)

◀ aについて整理する．

◀ たすき掛けを用いて因数分
解する．

1

b+ c

b+ c

bc

(b+ c)2

bc

(b+ c)2 + bc

(2) ab(a− b) + bc(b− c) + ca(c− a)

=a2b− ab2 + bc(b− c) + ac2 − a2c

=(b− c)a2 −
(
b2 − c2

)
a+ bc(b− c)

=(b− c)a2 − (b+ c)(b− c)a+ bc(b− c)

=(b− c)
{
a2 − (b+ c)a+ bc

}
=(b− c)(a− b)(a− c)

=− (a− b)(b− c)(c− a)

◀ aについて整理する．

◀ b− cをくくり出す．

◀ このままでも正答であるが，
輪環の順に整理するとよい．

解答 I1.1.15 ⋆⋆⋆ 問題 p.30

問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) p3 + q3 + 3pq − 1 (2) (x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3

(1) p3 + q3 + (−1)3 + 3pq

=p3 + q3 + (−1)3 − 3p · q · (−1)

={p+ q + (−1)}{p2 + q2 + (−1)2 − p · q − q · (−1)− (−1) · p}

=(p+ q − 1)(p2 + q2 − pq + p+ q + 1)

(2) x− y = a, y − z = b, z − x = cとおく．
a+ b+ c = (x− y) + (y − z) + (z − x) = 0より，

(x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3

= a3 + b3 + c3

= (a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
+ 3abc

= 3abc

= 3(x− y)(y − z)(z − x)

◀ a+ b+ c = 0
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答 I1.1.16 ⋆⋆⋆ 問題 p.31

問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) x4 − 11x2 + 18 (2) x4 + 4x2 + 16 (3) x4 − 8x2y2 + 4y4

(1) x4 − 11x2 + 18 = (x2 − 9)(x2 − 2) = (x+ 3)(x− 3)(x2 − 2)

(2) x4 + 4x2 + 16 = (x4 + 8x2 + 16)− 4x2

= (x2 + 4)2 − (2x)2

= {(x2 + 4) + 2x}{(x2 + 4)− 2x}

= (x2 + 2x+ 4)(x2 − 2x+ 4)

(3) x4 − 8x2y2 + 4y4 = (x4 − 4x2y2 + 4y4)− 4x2y2

= (x2 − 2y2)2 − 4x2y2

= {(x2 − 2y2) + 2xy}{(x2 − 2y2)− 2xy}

= (x2 + 2xy − 2y2)(x2 − 2xy − 2y2)

◀ x2 = Aとおくと，

A2−11A+18 = (A−9)(A−2)

◀ x4 と定数項 16より，(x2+

4)2 または(x2 − 4)2 を作るこ
とを考える．

◀ x4と 4y4より，(x2+2y2)2

または(x2 − 2y2)2 を作るこ
とを考える．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答（節末）I1.1.1 ⋆ 節末 p.32

問題文
ある多項式に 5x2− 3x+1 を加えるところを誤って引いたので，答えが −3x2+12x− 5

になった．正しい答えを求めよ．

多項式を P とおくと，P −
(
5x2 − 3x+ 1

)
= −3x2 + 12x− 5

したがって，P = −3x2 + 12x− 5 +
(
5x2 − 3x+ 1

)
= 2x2 + 9x− 4

よって，正しい答えは，

P +
(
5x2 − 3x+ 1

)
= 2x2 + 9x− 4 + 5x2 − 3x+ 1

= 7x2 + 6x− 3

◀ 先に P を求める．

解答（節末）I1.1.2 ⋆⋆ 節末 p.32

問題文(
x3 − 4x2 + 2x+ 3

) (
x3 + x2 − x+ 2

)の展開式において，x5 と x3 の係数を求めよ．

x5 の項を計算すると，x3 · x2 + (−4x2) · x3 = (1− 4)x5 = −3x5

よって，x5 の係数は −3

x3 の項を計算すると，

x3 · 2 + (−4x2) · (−x) + (2x) · x2 + 3 · x3 = 11x3

よって，x3 の係数は 11

◀ 直接すべての項を展開して
もよいが，計算に手間が掛か
る．そこで，掛けて x5, x3 に
なるものだけを取り出して考
える．

解答（節末）I1.1.3 ⋆⋆ 節末 p.32

問題文
次の式を展開せよ．

(1)
(
x3 + x2 + x+ 1

) (
x3 − x2 + x− 1

)
(2) (a+b+c)(b+c−a)(c+a−b)(a+b−c)

(1)
(
x3 + x2 + x+ 1

) (
x3 − x2 + x− 1

)
=
{(
x3 + x

)
+
(
x2 + 1

)} {(
x3 + x

)
−
(
x2 + 1

)}
=
(
x3 + x

)2 − (x2 + 1
)2

=
(
x6 + 2x4 + x2

)
−
(
x4 + 2x2 + 1

)
=x6 + 2x4 + x2 − x4 − 2x2 − 1

=x6 + x4 − x2 − 1

(2) (a+ b+ c)(b+ c− a)(c+ a− b)(a+ b− c)

={(b+ c) + a}{(b+ c)− a} × {a− (b− c)}{a+ (b− c)}

=
{
(b+ c)2 − a2

}{
a2 − (b− c)2

}
=− a4 +

{
(b+ c)2 + (b− c)2

}
a2 − (b+ c)2(b− c)2

=− a4 + 2
(
b2 + c2

)
a2 −

(
b2 − c2

)2
=− a4 + 2a2b2 + 2c2a2 − b4 + 2b2c2 − c4

=− a4 − b4 − c4 + 2a2b2 + 2b2c2 + 2c2a2

◀ (A+B)(A−B) = A2−B2

◀ (A+B)(A−B) = A2−B2

◀ 輪環の順に整理するとよい．
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答（節末）I1.1.4 ⋆⋆ 節末 p.32

問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) x2y+2xy2+x2+4y2+3xy+x+2y−2 (2) (x+ y)4 − (x− y)4

(3) (x+ y)3 + z3 (4) x6 − 1

(5) a6 − 7a3 − 8 (6)
(
x2 + 6x+ 3

) (
x2 + 6x+ 7

)
+ 4

(1) x2y + 2xy2 + x2 + 4y2 + 3xy + x+ 2y − 2

=(y + 1)x2 +
(
2y2 + 3y + 1

)
x+ 4y2 + 2y − 2

=(y + 1)x2 + (y + 1)(2y + 1)x+ 2(y + 1)(2y − 1)

=(y + 1)
{
x2 + (2y + 1)x+ 2(2y − 1)

}
=(y + 1)(x+ 2){x+ (2y − 1)}

=(x+ 2)(y + 1)(x+ 2y − 1)

(i)

1

2

1

−1

2

−1

1

(ii)

1

1

2

2y − 1

2

2y − 1

2y + 1

(2) (x+ y)4 − (x− y)4

=
{
(x+ y)2 + (x− y)2

}{
(x+ y)2 − (x− y)2

}
=
(
x2 + 2xy + y2 + x2 − 2xy + y2

)
× {(x+ y) + (x− y)}{(x+ y)− (x− y)}

=
(
2x2 + 2y2

)
(2x)(2y) = 8xy

(
x2 + y2

)
(3) (x+ y)3 + z3 = {(x+ y) + z}

{
(x+ y)2 − (x+ y) · z + z2

}
= (x+ y + z)

(
x2 + 2xy + y2 − xz − yz + z2

)
(4) x6 − 1 =

(
x3
)2 − 12

=
(
x3 − 1

) (
x3 + 1

)
= (x− 1)

(
x2 + x+ 1

)
(x+ 1)

(
x2 − x+ 1

)
(5) a6 − 7a3 − 8

=
(
a3 + 1

) (
a3 − 8

)
=(a+ 1)

(
a2 − a+ 1

)
(a− 2)

(
a2 + 2a+ 4

)
=(a+ 1)(a− 2)

(
a2 − a+ 1

) (
a2 + 2a+ 4

)
(6)

(
x2 + 6x+ 3

) (
x2 + 6x+ 7

)
+ 4

=
{(
x2 + 6x

)
+ 3
}{(

x2 + 6x
)
+ 7
}
+ 4

=
(
x2 + 6x

)2
+ 10

(
x2 + 6x

)
+ 25 =

(
x2 + 6x+ 5

)2
={(x+ 1)(x+ 5)}2 = (x+ 1)2(x+ 5)2

◀ 先に，(i) のように 2 をく
くり出して，2y2 + y− 1をた
すき掛けを用いて因数分解す
る．次に，(ii)のように波括弧
内の全体を xの 2次式と考え
て，たすき掛けを用いて因数
分解する．

◀ A2−B2 = (A+B)(A−B)

◀ x+ y = Aとおくと，
A3 + z3

=(A+ z)(A2 −Az + z2)

◀ x3 = Aとおくと，

A2 − 1 = (A+ 1)(A− 1)

なお，x2 = Aとおいて，3次
の乗法公式を用いてもよい．

◀ a3 = Aとおくと，
A2 − 7A− 8

=(A+ 1)(A− 8)
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解答
1.1

数と式（解答） 式の展開と因数分解（解答）

解答（節末）I1.1.5 ⋆⋆⋆ 節末 p.32

問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) (x− z)3 + (y − z)3 − (x+ y − 2z)3 (2) 4x4 + 7x2y2 + 16y4

(1) (x− z)3 + (y − z)3 − (x+ y − 2z)3

= (x− z)3 + (y − z)3 + (−x− y + 2z)3

x− z = a, y − z = b, −x− y + 2z = cとおくと，a+ b+ c = 0より，

(x− z)3 + (y − z)3 + (−x− y + 2z)3 = a3 + b3 + c3

= (a+ b+ c)
(
a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

)
+ 3abc

= 3abc

= 3(x− z)(y − z)(−x− y + 2z)

= 3(y − z)(z − x)(x+ y − 2z)

(2) 4x4 + 7x2y2 + 16y4 =
(
4x4 + 16x2y2 + 16y4

)
− 9x2y2

= 4
(
x4 + 4x2y2 + 4y4

)
− (3xy)2

= 4
(
x2 + 2y2

)2 − (3xy)2

=
{
2
(
x2 + 2y2

)
+ 3xy

}{
2
(
x2 + 2y2

)
− 3xy

}
=
(
2x2 + 3xy + 4y2

) (
2x2 − 3xy + 4y2

)

◀ − (x+ y − 2z)3

=(−x− y + 2z)3

◀ a+ b+ c = 0

◀ 4x4 と 16y4 より，(2x2 +

2y2)2 または (2x2 − 2y2)を
作ることを考える．
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

実数（解答）
解答 I1.2.1 ⋆ 問題 p.35

問題文
(1) 次の分数を小数の形に直し，循環小数の表し方で書け．

(i) 2
7 (ii) 5

12 (iii) 7
15

(2) 次の循環小数を分数の形で表せ．

(i) 0.4̇ (ii) 0.3̇6̇

(1) (i) 2

7
= 0.285714285714 . . . = 0.2̇85714̇

(ii) 5

12
= 0.41666 . . . = 0.416̇

(iii) 7

15
= 0.46666 . . . = 0.46̇

(2) (i) x = 0.4̇とおく．右のように計算して，

9x = 4

よって，x = 4
9

10x = 4.44 . . .

− x = 0.44 . . .

9x = 4

◀ 循環する部分が 1桁である
ので，両辺を 101 (= 10)倍す
る．

(ii) x = 0.3̇6̇とおく．右のように計算して，

99x = 36

よって，x = 36
99 = 4

11

100x = 36.363 . . .

− x = 0.363 . . .

99x = 36

◀ 循環する部分が 2桁である
ので，両辺を 102 (= 100)倍
する．

解答 I1.2.2 ⋆ 問題 p.36

問題文
次の式を計算せよ．
(1) 3

√
20− 2

√
45 +

√
27 (2) (

√
6 +

√
2)(

√
6−

√
2)

(3) (
√
7 +

√
2)2 − (

√
7−

√
2)2 (4) (

√
5 +

√
7 +

√
3)(

√
5 +

√
7−

√
3)

(1) 3
√
20− 2

√
45 +

√
27 = 3

√
22 · 5− 2

√
32 · 5 +

√
33

= 6
√
5− 6

√
5 + 3

√
3 = 3

√
3

(2) (
√
6 +

√
2)(

√
6−

√
2) = (

√
6)2 − (

√
2)2 = 6− 2 = 4

(3) (
√
7 +

√
2)2 − (

√
7−

√
2)2 = (

√
7)2 + 2

√
7
√
2 + (

√
2)2

− {(
√
7)2 − 2

√
7
√
2 + (

√
2)2}

= 7 + 2
√
14 + 2− (7− 2

√
14 + 2) = 4

√
14

(4) (
√
5 +

√
7 +

√
3)(

√
5 +

√
7−

√
3) = (

√
5 +

√
7)2 − (

√
3)2

= 5 + 2
√
35 + 7− 3 = 9 + 2

√
35

◀ 素因数分解し，根号内を小
さい数にする．

◀ (a+ b)(a− b) = a2 − b2

◀ (a± b)2 = a2 ± 2ab+ b2,
√
a
√
b =

√
ab (a > 0, b > 0)

◀ (
√
5 +

√
7) = Aとおくと，

(A+
√
3)(A−

√
3) = A2 − 3
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

解答 I1.2.3 ⋆⋆ 問題 p.37

問題文
次の式の分母を有理化して簡単にせよ．
(1) 3√

3
(2) 5√

6+
√
2

(3)
√
10√
5−2

− 2√
11−

√
10

(4) 1√
2+

√
3+

√
5

(1) 3√
3
=

3×
√
3√

3×
√
3
=

3
√
3

3
=

√
3

【別解】 3√
3
=

√
3×

√
3√

3
=

√
3

(2) 5√
6 +

√
2
=

5(
√
6−

√
2)

(
√
6 +

√
2)(

√
6−

√
2)

=
5(
√
6−

√
2)

6− 2
=

5
√
6 − 5

√
2

4

(3)
√
10√

5− 2
− 2√

11−
√
10

=

√
10(

√
5 + 2)

(
√
5− 2)(

√
5 + 2)

− 2(
√
11 +

√
10)

(
√
11−

√
10)(

√
11 +

√
10)

=

√
50 + 2

√
10

5− 4
− 2(

√
11 +

√
10)

11− 10

= 5
√
2 + 2

√
10− 2(

√
11 +

√
10)

= 5
√
2− 2

√
11

(4) 1√
2 +

√
3 +

√
5
=

(
√
2 +

√
3)−

√
5

{(
√
2 +

√
3) +

√
5}{(

√
2 +

√
3)−

√
5}

=

√
2 +

√
3−

√
5

(
√
2 +

√
3)2 − (

√
5)2

=

√
2 +

√
3−

√
5

2
√
6

=
(
√
2 +

√
3−

√
5)×

√
6

2
√
6×

√
6

=
2
√
3 + 3

√
2 −

√
30

12

◀ 分母，分子に
√
3を掛ける．

◀ (
√
6 +

√
2)(

√
6−

√
2)

=(
√
6)2 − (

√
2)2 = 4

◀ 第 1項と第 2項の分母，分
子にそれぞれ，

√
5+2,

√
11+

√
10を掛ける．

◀ (
√
2)2 + (

√
3)2 = (

√
5)2

より，(
√
2 +

√
3) +

√
5と項

を分けて，(
√
2 +

√
3) −

√
5

を掛ける．

◀ 更に分母を有理化する．
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

解答 I1.2.4 ⋆⋆ 問題 p.38

問題文
次の 2重根号を簡単な形にせよ．

(1)
√

7− 2
√
12 (2)

√
12 + 6

√
3

(3)
√

10−
√
84 (4)

√
8 + 3

√
7

(1)
√
7− 2

√
12 =

»
(4 + 3)− 2

√
4× 3 =

√
4−

√
3 = 2−

√
3

(2)
√
12 + 6

√
3 =
»
(9 + 3) + 2

√
9× 3 = 3 +

√
3

(3)
√
10−

√
84 =

√
10− 2

√
21 =

»
(7 + 3)− 2

√
7× 3 =

√
7−

√
3

(4) »
8 + 3

√
7 =

 
16 + 2

√
63

2
=

»
(9 + 7) + 2

√
9× 7

√
2

=

√
9 +

√
7√

2
=

3
√
2 +

√
14

2

◀
√
3 − 2 は誤りであるので

注意すること．
◀ 6

√
3 = 2× 3

√
3

= 3
√
32 · 3 = 3

√
27

◀
√
84 =

√
22 · 21 = 2

√
21

◀
√

8+3
√

7
1 の分母，分子に

√
2を掛ける．

解答 I1.2.5 ⋆⋆⋆ 問題 p.39

問題文

x =
√
5−

√
3√

5+
√
3
, y =

√
5+

√
3√

5−
√
3
のとき，次の値を求めよ．

(1) x+ y (2) xy (3) x2 + y2 (4) x3 + y3 (5) x4 + y4

(1)
x+ y =

√
5−

√
3√

5 +
√
3
+

√
5 +

√
3√

5−
√
3
=

(
√
5−

√
3)2 + (

√
5 +

√
3)2

(
√
5 +

√
3)(

√
5−

√
3)

=
(5− 2

√
15 + 3) + (5 + 2

√
15 + 3)

5− 3
= 8

(2) xy =

√
5−

√
3√

5 +
√
3
·
√
5 +

√
3√

5−
√
3
= 1

(3) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = 82 − 2 · 1 = 64− 2 = 62

(4) x3 + y3 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y) = 83 − 3 · 1 · 8 = 512− 24 = 488

【別解】 x3 + y3 = (x+ y)(x2 − xy + y2) = 8 · (62− 1) = 488

(5) x4 + y4 = (x2 + y2)2 − 2x2y2 = 622 − 2 · 12 = 3844− 2 = 3842

◀ x =
√

5−
√
3√

5+
√
3
= 4−

√
15,

y =
√

5+
√
3√

5−
√

3
= 4 +

√
15のよ

うに，x, y のそれぞれの分母
を有理化してから，x+ y, xy

の値を計算してもよい．

◀ (1)，(2)で求めた x+ y =

8, xy = 1を利用する．

◀ a3 + b3

=(a+ b)(a2 − ab+ b2)

◀ (x2 + y2)2

=x4 + 2x2y2 + y4
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

解答 I1.2.6 ⋆⋆ 問題 p.40

問題文
x− 1

x = 3のとき，次の式の値を求めよ．

(1) x2 + 1
x2 (2) x+ 1

x (3) x3 + 1
x3 (4) x6 + 1

x6

(1) x2 + 1

x2
=

(
x− 1

x

)2

+ 2x · 1
x
= 32 + 2 = 11

【別解】 x− 1

x
= 3の両辺を 2乗すると，x2 − 2 +

1

x2
= 9

よって，x2 + 1
x2 = 11

(2)
(
x+

1

x

)2

= x2 + 2x · 1
x
+

1

x2
= x2 +

1

x2
+ 2 = 11 + 2 = 13

よって，x+ 1
x = ±

√
13

(3)
x3 +

1

x3
=

(
x+

1

x

)®
x2 − x · 1

x
+

(
1

x

)2
´

=

(
x+

1

x

)(
x2 +

1

x2
− 1

)
= ±

√
13(11− 1) = ±10

√
13

(4)
x6 +

1

x6
=

(
x2 +

1

x2

)3

− 3x2 · 1

x2

(
x2 +

1

x2

)
= 113 − 3 · 11 = 1298

【別解】 x6 +
1

x6
=

(
x3 +

1

x3

)2

− 2 = (±10
√
13)2 − 2 = 1300− 2 = 1298

◀ x2 + y2 = (x− y)2 + 2xy

◀ (1)の結果より，

x2 +
1

x2
= 11

◀ x3 + y3

= (x+ y)(x2 − xy + y2)

◀ x3 + y3 = (x + y)3 −
3xy(x+ y) を用いて求めても
よい．

◀ x3 + y3

= (x+ y)3 − 3xy(x+ y)

◀ x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy

解答 I1.2.7 ⋆⋆⋆ 問題 p.41

問題文
x+ y+ z = 3, xy+ yz + zx = 1, xyz = −2を満たす実数 x, y, z に対して，次の式の
値を求めよ．
(1) 1

x + 1
y + 1

z
(2) x2 + y2 + z2 (3) x3 + y3 + z3

(1) 1
x + 1

y + 1
z = yz

x·yz +
zx
y·zx + xy

z·xy = yz+zx+xy
xyz = 1

−2 = −1
2

(2) x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2 − 2(xy + yz + zx)

= 32 − 2 · 1

= 9− 2 = 7

(3) x3 + y3 + z3 = (x3 + y3 + z3 − 3xyz) + 3xyz

= (x+ y + z)
(
x2 + y2 + z2 − xy − yz − zx

)
+ 3xyz

= 3 · (7− 1) + 3 · (−2) = 12

◀ (x+ y + z)2

=x2 + y2 + z2

+ 2(xy + yz + zx)
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

解答 I1.2.8 ⋆⋆⋆ 問題 p.42

問題文

α = 1+
√
3

2 のとき，次の式の値を求めよ．

(1) 2α2 − 2α− 1 (2) α8

(1) α = 1+
√
3

2 より，2α− 1 =
√
3

両辺を 2 乗すると，(2α− 1)2 = (
√
3)2

したがって，4α2 − 4α− 2 = 0

よって，2α2 − 2α− 1 = 0

(2) (1)より，α2 = α+ 1
2

α8 =
(
α4
)2 であるから，

α4 =
(
α2
)2

=

(
α+

1

2

)2

= α2 + α+
1

4
=

(
α+

1

2

)
+ α+

1

4
= 2α+

3

4

したがって，

α8 =
(
α4
)2

=

(
2α+

3

4

)2

= 4α2 + 3α+
9

16
= 4

(
α+

1

2

)
+ 3α+

9

16
= 7α+

41

16

よって，

α8 = 7 · 1 +
√
3

2
+

41

16
=

56(1 +
√
3) + 41

16
=

97 + 56
√
3

16

◀ 右辺を根号のみの形にする．

◀ α2 = α + 1
2 を用いて，次

数を下げる．なお，解答では
α8 に α = 1+

√
3

2 を代入して
いるが，α4 に α = 1+

√
3

2 を
代入して，その結果を 2乗す
ることで α8 を求めてもよい．

解答 I1.2.9 ⋆⋆⋆ 問題 p.43

問題文
3

4−
√
7
の整数部分を a，小数部分を b とする．

(1) a, b の値を求めよ． (2) a+ 1
b の値を求めよ．

(1) 3

4−
√
7
=

3(4 +
√
7)

(4−
√
7)(4 +

√
7)

=
4 +

√
7

3

2 <
√
7 < 3であるから，6 < 4 +

√
7 < 7

したがって，6
3 <

4+
√
7

3 < 7
3

ゆえに，a = 2

よって，
b =

4 +
√
7

3
− a =

4 +
√
7

3
− 2 =

√
7 − 2

3

(2) (1)より，

a+
1

b
= 2 + 1÷

(√
7− 2

3

)
= 2 +

3√
7− 2

= 2 +
3(
√
7 + 2)

(
√
7− 2)(

√
7 + 2)

= 4 +
√
7

◀ 分母を有理化する．

◀ 22 < 7 < 32 より，2 <
√
7 < 3

◀ 6
3 = 2 . . . , 7

3 = 2.333 . . .

◀ 小数部分は，

(もとの数)− (整数部分)

で求められる．
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

解答（節末）I1.2.1 ⋆ 節末 p.44

問題文
循環小数の積 0.1̇5̇× 0.5̇4̇を，1つの既約分数で表せ．

x = 0.1̇5̇ とおくと，100x = 15.1515 . . .

したがって，100x− x = 15

これより，x = 15
99 = 5

33

また，y = 0.5̇4̇ . . .とおくと 100y = 54.5454 . . .

したがって，100y − y = 54

これより，y = 54
99 = 6

11

よって，
0.1̇5̇× 0.5̇4̇ = xy =

5

33
· 6

11
=

30

363
=

10

121

◀ 0.1̇5̇を既約分数で表す．

◀ 0.5̇4̇を既約分数で表す．

解答（節末）I1.2.2 ⋆⋆ 節末 p.44

問題文
3
4 < x < 5

6 のとき，
√
16x2 − 24x+ 9 −

√
x2 + 6x+ 9 +

√
36x2 − 60x+ 25 を簡単に

せよ．

√
16x2 − 24x+ 9−

√
x2 + 6x+ 9 +

√
36x2 − 60x+ 25

=
»

(4x− 3)2 −
»
(x+ 3)2 +

»
(6x− 5)2

3
4 < x < 5

6 のとき，4x− 3 > 0, x+ 3 > 0, 6x− 5 < 0であるから，√
16x2 − 24x+ 9−

√
x2 + 6x+ 9 +

√
36x2 − 60x+ 25

=(4x− 3)− (x+ 3) + {−(6x− 5)}
=− 3x− 1

◀
√
a2 = |a|を利用する．

|a| =
®

a (a ≧ 0)

−a (a < 0)

解答（節末）I1.2.3 ⋆⋆ 節末 p.44

問題文
次の式を計算せよ．

S =
1√

1 +
√
2
+

1√
2 +

√
3
+

1√
3 +

√
4
+

1√
4 +

√
5
+ · · ·+ 1√

99 +
√
100

与えられた式の各項を有理化すると，

S = (
√
2−

√
1) + (

√
3−

√
2) + (

√
4−

√
3) + · · ·+ (

√
100−

√
99)

となり，途中の項が打ち消し合うから，

S = −
√
1 +

√
100

よって，
S =

√
100−

√
1 = 10− 1 = 9

◀ 例えば 1√
1+

√
2
は，

1√
1 +

√
2

=

√
2−

√
1

(
√
2 +

√
1)(

√
2−

√
1)

=
√
2−

√
1

となる．他の項も同様に分母
の有理化を行う．
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

解答（節末）I1.2.4 ⋆⋆ 節末 p.44

問題文
次の式の分母を有理化して計算せよ．

1√
2 +

√
3 +

√
5
+

1√
2−

√
3−

√
5

1√
2 +

√
3 +

√
5
+

1√
2−

√
3−

√
5

=

√
2 +

√
3−

√
5

{(
√
2 +

√
3) +

√
5}{(

√
2 +

√
3)−

√
5}

+

√
2−

√
3 +

√
5

{(
√
2−

√
3)−

√
5}{(

√
2−

√
3) +

√
5}

=

√
2 +

√
3−

√
5

(
√
2 +

√
3)2 − (

√
5)2

+

√
2−

√
3 +

√
5

(
√
2−

√
3)2 − (

√
5)2

=

√
2 +

√
3−

√
5

2
√
6

−
√
2−

√
3 +

√
5

2
√
6

=
2
√
3− 2

√
5

2
√
6

=

√
3−

√
5√

6
=

(
√
3−

√
5)
√
6

6
=

3
√
2 −

√
30

6

【別解】 1√
2 +

√
3 +

√
5
+

1√
2−

√
3−

√
5
=

(
√
2−

√
3−

√
5) + (

√
2 +

√
3 +

√
5)

(
√
2 +

√
3 +

√
5)(

√
2−

√
3−

√
5)

=

√
2−

√
3−

√
5 +

√
2 +

√
3 +

√
5

(
√
2)2 − (

√
3 +

√
5)2

=
2
√
2

−6− 2
√
15

=−
√
2√

15 + 3
= −

√
2(
√
15− 3)

(
√
15 + 3)(

√
15− 3)

=
3
√
2 −

√
30

6

◀ (
√
2)2 + (

√
3)2 = (

√
5)2

であることに着目して，第 1
項と第 2項の分母を有理化す
る．

◀ 第 1項と第 2項の分母を通
分する．

◀ 分母，分子に
√
15− 3を掛

けて，分母を有理化する．

解答（節末）I1.2.5 ⋆⋆ 節末 p.44

問題文
次の式を簡単な形にせよ． √

4 + 4

»
4 + 2

√
3»

4 + 2
√
3 =
»
(3 + 1) + 2

√
3× 1 =

»
(
√
3 + 1)2 =

√
3 + 1

よって， √
4 + 4

»
4 + 2

√
3 =
»
4 + 4(

√
3 + 1)

=

»
4 + 4

√
3 + 4

=

»
8 + 4

√
3

=
»
(6 + 2) + 2

√
6× 2

=
»
(
√
6 +

√
2)2

=
√
6 +

√
2

◀ 先に，
√

4 + 2
√
3を簡単な

形にする．和が 4，積が 3にな
る 2つの数は，3と 1である．

◀
√

8 + 4
√
3を簡単な形にす

る．4
√
3 = 2

√
12であり，和

が 8，積が 12になる 2つの数
は，6と 2である．
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解答
1.2

数と式（解答） 実数（解答）

解答（節末）I1.2.6 ⋆⋆⋆ 節末 p.44

問題文
実数 a, b, cが a+b+c = 3, a2+b2+c2 = 14, abc = −2を満たすとき，(a+b)(b+c)(c+a)
の値を求めよ．

a+ b+ c = 3 · · · (i)より，

(a+ b)(b+ c)(c+ a) = (3− c)(3− a)(3− b)

= 27− 9a− 9b− 9c+ 3ab+ 3bc+ 3ca− abc

= 27− 9(a+ b+ c) + 3(ab+ bc+ ca)− abc · · · (ii)

また，a2 + b2 + c2 = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ca) より，

ab+ bc+ ca =
(a+ b+ c)2 − (a2 + b2 + c2)

2

=
32 − 14

2
=

9− 14

2
= −5

2
· · · (iii)

よって，abc = −2，(i)，(iii)を (ii)に代入すると，

(a+ b)(b+ c)(c+ a) = 27− 9 · 3 + 3 ·
(
−5

2

)
− (−2) = −

11

2

◀ (i)を移項して，a+b = 3−
c, b+c = 3−a, c+a = 3−b

解答（節末）I1.2.7 ⋆⋆⋆ 節末 p.44

問題文
1

4−
√
11
の整数部分を a ，小数部分を b とし，10b の整数部分を c，小数部分を d とする

とき，次の値を求めよ．
(1) a (2) 10b (3) c (4) d

(1)
1

4−
√
11

=
4 +

√
11

(4−
√
11)(4 +

√
11)

=
4 +

√
11

5

3 <
√
11 < 4 であるから，7 < 4 +

√
11 < 8

したがって，7
5 <

4+
√
11

5 < 8
5

よって，a = 1

(2) a+ b = 4+
√
11

5 であるから，

b =
4 +

√
11

5
− a =

4 +
√
11

5
− 1 =

−1 +
√
11

5

よって，10b = 10 · −1+
√
11

5 = 2(−1 +
√
11) = −2 + 2

√
11

(3) (2)より，10b = −2 + 2
√
11 = 2

√
11− 2

ここで，6 < 2
√
11 < 7 であるから，4 < 2

√
11− 2 < 5

よって，c = 4

(4) 10b = c+ d より，c+ d = 2
√
11− 2

よって，d = (2
√
11− 2)− c = (2

√
11− 2)− 4 = 2

√
11− 6

◀ 分母を有理化する．

◀ 32 < 11 < 42 より，3 <
√
11 < 4

◀ 7
5 = 1.4, 8

5 = 1.6

◀ 小数部分は，

(もとの数)− (整数部分)

で求められる．

◀ 62 < (2
√
11)2 < 72 より，

6 < 2
√
11 < 7

◀ (もとの数)

=(整数部分) + (小数部分)
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

1次不等式（解答）
解答 I1.3.1 ⋆⋆ 問題 p.46

問題文
−3 < x < 2, −1 < y < 4のとき，次の式のとりうる値の範囲を求めよ．
(1) x+ 2 (2) 3x (3) x+ y (4) x− y (5) 3x− 2y

(1) −3 < x < 2の各辺に 2を加えると，−1 < x+ 2 < 4

(2) −3 < x < 2の各辺に 3を掛けると，−9 < 3x < 6

(3) −3 < x < 2の各辺に y を加えると，−3 + y < x+ y < 2 + y

−1 < y より，−3 + (−1) < −3 + y

また，y < 4より，2 + y < 2 + 4

したがって，−4 < x+ y, x+ y < 6

よって，−4 < x+ y < 6

(4) −1 < y < 4の各辺に −1を掛けると，1 > −y > −4

すなわち，−4 < −y < 1

したがって，−3 < x < 2, −4 < −y < 1より，−3 + (−4) < x+ (−y) < 2 + 1

よって，−7 < x− y < 3

(5) (2)より，−9 < 3x < 6

−1 < y < 4の各辺に −2を掛けると，2 > −2y > −8

すなわち，−8 < −2y < 2

したがって，−9 < 3x < 6, −8 < −2y < 2より，−9+ (−8) < 3x+(−2y) < 6+2

よって，−17 < 3x− 2y < 8

◀ a < b ⇒ a+ c < b+ c

◀ c > 0, a < b ⇒ ac < bc

◀ −3 < x < 2, −1 < y < 4

の各辺を足し合わせて，−4 <

x+ y < 6としてもよい．

◀ 不等式の両辺に負の数を掛
けるときは，不等号の向きが
変わる．

◀ 不等号の向きが変わる．

解答 I1.3.2 ⋆ 問題 p.47

問題文
次の 1次不等式を解け．
(1) 5x+ 1 < 3x− 4 (2) 4(2x− 3) > 3(x+ 2) (3) 2x+3

4 − x−1
6 ≧ 1

3

(1) 移項すると，5x− 3x < −4− 1

整理すると，2x < −5

よって，x < −5
2 − 5

2
x

(2) 展開すると，8x− 12 > 3x+ 6

移項すると，8x− 3x > 6 + 12

整理すると，5x > 18

よって，x > 18
5

18
5

x

(3) 両辺に 12を掛けると，3(2x+ 3)− 2(x− 1) ≧ 4

展開すると，6x+ 9− 2x+ 2 ≧ 4

整理すると，4x+ 11 ≧ 4

移項すると，4x ≧ −7

よって，x ≧≧≧ −7
4

− 7
4

x

◀ 移項すると符号が変わる．

◀ 不等式の両辺に，4, 6, 3

の最小公倍数 12を掛ける．
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答 I1.3.3 ⋆ 問題 p.48

問題文
次の不等式，連立 1次不等式を解け．

(1)
{

4x− 1 > 2x+ 3

2x+ 5 ≦ 3(x− 1)
(2)

{
2x+ 4 ≧ 3− x

x− 2 < 0

(3) 2x+ 1 ≦ 3x− 4 < −4x− 7

(1) 4x− 1 > 2x+ 3 より，2x > 4

したがって，x > 2 · · · (i)
また，2x+ 5 ≦ 3(x− 1)より，2x+ 5 ≦ 3x− 3

移項すると，−x ≦ −8

したがって，x ≧ 8 · · · (ii)
よって，(i) と (ii) の共通範囲を求めると，x ≧≧≧ 8

0 2 8 x

(ii)
(i)

(2) 2x+ 4 ≧ 3− x より，3x ≧ −1

したがって，x ≧ −1
3 · · · (i)

また，x− 2 < 0 より，x < 2 · · · (ii)
よって，(i)と (ii) の共通範囲を求めると，

−
1

3
≦≦≦ x < 2 0 2− 1

3

x

(i)
(ii)

(3) 2x+ 1 ≦ 3x− 4 < −4x− 7 より，
{

2x+ 1 ≦ 3x− 4

3x− 4 < −4x− 7

2x+ 1 ≦ 3x− 4より，−x ≦ −5

したがって，x ≧ 5 · · · (i)
また，3x− 4 < −4x− 7より，7x < −3

したがって，x < −3
7 · · · (ii)

(i)と (ii) の共通範囲はない．
よって，解なし

◀ 共通範囲がないので解なし
と答える．0 5− 3

7

x

(i)(ii)
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答 I1.3.4 ⋆⋆ 問題 p.49

問題文
(1) 不等式 3x− 1 < 2x+ 5を満たす自然数 xの値をすべて求めよ．

(2) 次の連立不等式を満たす整数 xがちょうど 2個存在するような定数 aの値の範囲
を求めよ． ®

3x+ a < 4x

3x > 4x− 7

(1) 与えられた不等式より，x < 6

したがって，xは自然数であるから，x = 1, 2, 3, 4, 5

(2) 3x+ a < 4xを解くと，−x < −aより，x > a · · · (i)
3x > 4x− 7を解くと，−x > −7より，x < 7 · · · (ii)

(i)，(ii)より，不等式を満たす整数 xがちょうど 2
個となるのは右の図のような場合である．
よって，4 ≦≦≦ a < 5

◀ 数直線を用いるとよい．
◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．4 5 6 7 x

(i)
(ii)

a

◀ 6は含まない．

◀ A < B < C より，®
A < B

B < C

解答 I1.3.5 ⋆⋆ 問題 p.50

問題文
(1) 1 個 100 円のペンと 1 個 180 円のノートを合わせて 20 個買い，200 円のケースに
入れて息子に渡したい．文具代とケース代の合計金額を 3500 円以下にするとき，ノー
トは最大で何個まで買うことができるか．
(2) 連続する 4つの整数の和が 90以上になるもののうち，その和が最小となる 4つの数
を求めよ．

(1) ノートを x 個買うとすると，ペンは (20− x) 個買うことになる．このとき，文
具代とケース代の合計金額は，100(20− x) + 180x+ 200 （円）
これが 3500 円以下であるから，100(20− x) + 180x+ 200 ≦ 3500

整理すると，80x ≦ 1300

したがって，x ≦ 1300
80 = 16.25

これを満たす最大の整数 x は x = 16 である．
よって，ノートは 16個まで買うことができる．

(2) 連続する 4つの整数は，一番小さい数を xとおくと，x, x+ 1, x+ 2, x+ 3と
表すことができる．このとき，

x+ (x+ 1) + (x+ 2) + (x+ 3) ≧ 90

4x+ 6 ≧ 90

x ≧ 84

4
= 21

したがって，連続する 4つの整数の和が 90以上になる最小の整数 xは 21である．
よって，求める 4つの数は，21, 22, 23, 24

◀ 求めるものを xとおく．

◀ xは整数であるので注意す
ること．
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答 I1.3.6 ⋆⋆⋆ 問題 p.51

問題文
a を定数とするとき，次の問いに答えよ．
(1) x の不等式 ax+ 2 > 0 を解け． (2) x の不等式 (a− 1)x ≦ a2 − a を解け．

(1) ax+ 2 > 0より，ax > −2

(i) a > 0 のとき，x > − 2
a

(ii) a = 0 のとき，不等式は 0 · x > −2

したがって，解はすべての実数

(iii) a < 0 のとき，不等式は x < − 2
a

◀ x がどのような値でも，
0 > −2が成り立つので，すべ
ての実数 xについて成り立つ．

◀ a < 0より，負の数 aで割
るので，不等号の向きが変わ
る．よって，(i)～(iii)より，求める解は，

a > 0 のとき， x > − 2
a

a = 0 のとき， すべての実数
a < 0 のとき， x < − 2

a

(2) (a− 1)x ≦ a2 − aより，(a− 1)x ≦ a(a− 1)

(i) a− 1 > 0 すなわち，a > 1 のとき，x ≦ a

(ii) a− 1 = 0 すなわち，a = 1 のとき，0 · x ≦ 0

これを満たす xの値はすべての実数．したがって，解はすべての実数

(iii) a− 1 < 0 すなわち，a < 1 のとき，x ≧ a

◀ 0 ≦ 0はすべての xで成り
立つ．
◀ a < 1より，負の数 a − 1

で割るので，不等号の向きが
変わる．よって，(i)～(iii)より，求める解は，

a > 1 のとき， x ≦≦≦ a

a = 1 のとき， すべての実数
a < 1 のとき， x ≧≧≧ a

解答 I1.3.7 ⋆⋆ 問題 p.52

問題文
次の方程式，不等式を解け．
(1) |x+ 2| = 3 (2) |x− 5| ≦ 4 (3) |x+ 1| > 2

(1) |x+ 2| = 3 より，x+ 2 = ±3

よって，x = 1, −5

(2) |x− 5| ≦ 4 より，−4 ≦ x− 5 ≦ 4

よって，1 ≦≦≦ x ≦≦≦ 9

(3) |x+ 1| > 2 より，x+ 1 < −2, 2 < x+ 1

よって，x < −3, x > 1

◀ x + 2 = X とおくと，
|X| = 3

よって，X = ±3

◀ x − 5 = X とおくと，
|X| ≦ 4

よって，−4 ≦ X ≦ 4

◀ x + 1 = X とおくと，
|X| > 2

よって，X < −2, 2 < X
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答 I1.3.8 ⋆⋆⋆ 問題 p.53

問題文
次の方程式，不等式を解け．
(1) |x+ 2| = 3x (2) |x+ 2| − |x− 1| ≧ x

(1) (i) x+ 2 ≧ 0，すなわち，x ≧ −2 のとき
x+ 2 = 3x より，2x = 2

したがって，x = 1

これは，x ≧ −2 を満たす．
(ii) x+ 2 < 0，すなわち，x < −2 のとき
−(x+ 2) = 3x より，−x− 2 = 3x

したがって，−4x = 2 より，x = −1
2

これは，x < −2 を満たさない．

◀ x+ 2 = X とおくと，

|X| =
®

X (X ≧ 0)

−X (X < 0)

であるので，X が 0以上のと
きと負のときで場合分けをす
る．

◀ 求めた xの値が xの条件を
満たす否かを調べる．

よって，(i)，(ii)より，x = 1

(2) (i) x ≧ 1 のとき
x+ 2− (x− 1) ≧ xより，x ≦ 3

したがって，x ≧ 1 より，1 ≦ x ≦ 3

(ii) −2 ≦ x < 1 のとき
(x+ 2) + (x− 1) ≧ xより，x ≧ −1

したがって，−2 ≦ x < 1 より，−1 ≦ x < 1

(iii) x < −2 のとき
−(x+ 2) + (x− 1) ≧ xより，x ≦ −3

したがって，x < −2 より，x ≦ −3

◀ x ≧ 1 のとき，|x + 2| =
x+ 2, |x− 1| = x− 1

◀ −2 ≦ x < 1 のとき，
|x + 2| = x + 2, |x − 1| =
−(x− 1)

◀ x < −2のとき，|x+ 2| =
−(x+2), |x−1| = −(x−1)

よって，(i)～(iii) より，x ≦≦≦ −3 または −1 ≦≦≦ x ≦≦≦ 3
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答（節末）I1.3.1 ⋆⋆ 節末 p.54

問題文

連立不等式
{

x > 4a− 3

3x− 2 > 8(x− 1)
の解について，次の条件を満たす定数 a の値の範囲

を求めよ．
(1) 解に 0 が含まれる．
(2) 解に含まれる整数がちょうど 4個存在する．

x > 4a− 3 · · · (i) とする．
3x− 2 > 8(x− 1) より，3x− 2 > 8x− 8

よって，x < 6
5 · · · (ii)

(1) x = 0 は (ii)に含まれるから，x = 0 が (i)の解に含まれる範囲を考える．
このとき，4a− 3 < 0

よって，a < 3
4

(2) (i)，(ii)を同時に満たす整数が存在するから，(i)と (ii)に共通範囲があり，

4a− 3 < x <
6

5

6
5 = 1.2 であるから，(i)，(ii)より，不等式を満た
す整数がちょうど 4 個となるのは右の図の場合で
ある．

−3 −2 −1 0 1 2

x

(i)
(ii)

4a− 3

したがって，−3 ≦ 4a− 3 < −2

ゆえに，0 ≦ 4a < 1

よって，0 ≦≦≦ a < 1
4

◀

◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．例えば 4a− 3 = −3

のとき，共通範囲の不等式は
−3 < x < 6

5 となり，解に含
まれる整数は 4つとなる．

x04a− 3 6
5

(i)
(ii)

解答（節末）I1.3.2 ⋆⋆ 節末 p.54

問題文
整数 x は 4 の倍数であり，x を 15 で割ったところ，割り切れなかった．そこで x

15 を
計算し，その小数第 1 位を四捨五入したところ，4 になった．このとき，整数 x をすべ
て求めよ．

x
15 の小数第 1 位を四捨五入すると 4 となることから，

3.5 ≦ x

15
< 4.5

各辺を 15 倍すると，52.5 ≦ x < 67.5

よって，この範囲にある 15 で割り切れない 4の倍数を求めると，

x = 56, 64

◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．

◀ 60は 4の倍数である．

251



解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答（節末）I1.3.3 ⋆⋆ 節末 p.54

問題文
(1) 駅から自宅までの道のりは 30 km である．この道のりを，初めは時速 5 kmで歩き，
途中からは時速 10 km で走ると，掛かった時間は 5 時間以内であった．時速 5 km で
歩いた道のりはどれほどであるか．
(2) 7% の食塩水と 10% の食塩水がある．7% の食塩水 500 g と 10% の食塩水を何 g
か混ぜ合わせて，8% 以上 8.5% 以下の食塩水を作りたい．10% の食塩水を何 g 以上何
g 以下混ぜればよいか．

(1) 時速 5 km で歩いた道のりを x km とすると，歩いた時間は，x
5 （時間）

また，時速 10 km で走った道のりを (30 − x) km とすると，走った時間は，30−x
10

（時間）
これらを合わせて 5 時間以内であるから，

x

5
+

30− x

10
≦ 5

両辺に 10を掛けると，
2x+ 30− x ≦ 50

x ≦ 20

よって，時速 5 km で歩いた道のりは，20 km 以下 である．
(2) 10% の食塩水を x g 混ぜるとする．
7% の食塩水 500 g に含まれる食塩の量は，500× 0.07 = 35 (g)
10% の食塩水 x g に含まれる食塩の量は，0.10x (g)
7% の食塩水 500 g に 10% の食塩水を x g 混ぜると, 食塩水の量は (500 + x) g と
なるから，その濃度が 8% 以上 8.5% 以下になるための条件は，

8 ≦ 35 + 0.10x

500 + x
× 100 ≦ 8.5

各辺に 500 + x を掛けて，

8(500 + x) ≦ 3500 + 10x ≦ 8.5(500 + x)

ゆえに，4000 + 8x ≦ 3500 + 10x ≦ 4250 + 8.5x

4000 + 8x ≦ 3500 + 10x より，2x ≧ 500

すなわち，x ≧ 250 · · · (i)
3500 + 10x ≦ 4250 + 8.5xより，1.5x ≦ 750

すなわち，x ≦ 500 · · · (ii)
(i)，(ii)より，250 ≦ x ≦ 500

よって，10% の食塩水を 250 g 以上 500 g 以下 だけ混ぜればよい．

◀ 求めるものを xとおく．
◀ (時間) = (道のり)

(速さ)

◀ 求めるものを xとおく．
◀ (食塩の質量)

=(食塩水の質量)× (濃度)

◀ (濃度) = (食塩の質量)
(食塩水の質量)

◀ 500 + x は正であるので，
不等号の向きは変わらず，1
次不等式の形に変形すること
ができる．
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答（節末）I1.3.4 ⋆⋆⋆ 節末 p.54

問題文
次の不等式を解け．ただし，a, b は定数とする．
(1) ax > b (2) (a+ b)x ≦ a2 − b2

(1) (i) a > 0 のとき
両辺を a で割ると，x > b

a

(ii) a = 0 のとき
0 · x > b となるから，

（ア）b < 0 のとき，解はすべての実数
（イ）b ≧ 0のとき，解なし

(iii) a < 0 のとき
両辺を a で割ると x < b

a

◀ a < 0より，不等号の向き
が変わる．

◀ bの符号によって，さらに b

の場合分けが必要となる．
よって，(i)～(iii)より，求める解は，

a > 0 のとき， x > b
a

a = 0 のとき， b < 0 ならば解はすべての実数
b ≧≧≧ 0 ならば解なし

a < 0 のとき， x < b
a

(2) (a+ b)x ≦ a2 − b2 より，(a+ b)x ≦ (a+ b)(a− b)

(i) a+ b > 0のとき
両辺を a+ b で割ると x ≦ a− b

(ii) a+ b = 0 のとき
不等式は，0 · x ≦ 0 となり，x の値に関わらず成り立つ．
したがって，解はすべての実数
(iii) a+ b < 0 のとき
両辺を a+ b で割ると x ≧ a− b

よって，(i)～(iii)より，求める解は，
a+ b > 0 のとき， x ≦≦≦ a− b

a+ b = 0 のとき， 解はすべての実数
a+ b < 0 のとき， x ≧≧≧ a− b
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解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答（節末）I1.3.5 ⋆⋆⋆ 節末 p.54

問題文
次の方程式，不等式を解け．

(1)
√
x2 − 2x+ 1 +

√
x2 − 6x+ 9 = 6 (2) x2 + |x+ 3|+ |x− 2| = 6

(1) 方程式の左辺を変形すると，
√
(x− 1)2 +

√
(x− 3)2 = 6

すなわち，|x− 1|+ |x− 3| = 6

(i) x ≧ 3 のとき
(x− 1) + (x− 3) = 6より，x = 5

これは x ≧ 3 を満たす．
(ii) 1 ≦ x < 3 のとき

(x− 1)− (x− 3) = 6

これは，2 = 6 となり，不適である．
(iii) x < 1のとき
−(x− 1)− (x− 3) = 6 より，x = −1

これは x < 1 を満たす．

◀ | | 内の式について，x −
1 = 0 の解は x = 1 で
あり，x − 3 = 0 の解は
x = 3 となる．これより，
x < 1, 1 ≦ x < 3, 3 ≦ xの
場合に分ける．

よって，(i)～(iii)より，x = 5, −1

(2) (i) 2 ≦ x のとき
x2 + (x+ 3) + (x− 2) = 6より，x2 + 2x− 5 = 0

これを解くと，x = −1±
√
6

これらのうち，2 ≦ x を満たすものはない．
(ii) −3 ≦ x < 2 のとき
x2 + (x+ 3)− (x− 2) = 6 より，x2 = 1

これを解くと，x = 1, −1

これらは，−3 ≦ x < 2 を満たす．
(iii) x < −3 のとき
x2 − (x+ 3)− (x− 2) = 6 より，x2 − 2x− 7 = 0

これを解くと，x = 1± 2
√
2

これらのうち，x < −3 を満たすものはない．

◀ 22 < (
√
6)2 < 32 より，

2 <
√
6 < 3

◀ 22 < (2
√
2)2 < 32 より，

2 < 2
√
2 < 3

よって，(i)～(iii)から，求める解は x = 1, −1

◀
√
a2 = |a|を利用する．

254



解答
1.3

数と式（解答） 1次不等式（解答）

解答（節末）I1.3.6 ⋆⋆⋆ 節末 p.54

問題文
次の方程式，不等式を解け．
(1) |2x− 3| < 3x (2) |x− 3|+ |x− 5| ≦ 5

(3) ||x− 2|+ 4| = 3x

(1) (i) 2x− 3 ≧ 0，すなわち，x ≧ 3
2 のとき

2x− 3 < 3xより，x > −3

したがって，x ≧ 3
2 より，3

2 ≦ x

(ii) 2x− 3 < 0，すなわち，x < 3
2 のとき

−(2x− 3) < 3x より，5x > 3

したがって，x > 3
5

ゆえに，x < 3
2 より，3

5 < x < 3
2

よって，(i)，(ii)より，3
5
< x

(2) (i) x ≧ 5 のとき
(x− 3) + (x− 5) ≦ 5 より，x ≦ 13

2

したがって，x ≧ 5 より，5 ≦ x ≦ 13
2

(ii) 3 ≦ x < 5 のとき
(x− 3)− (x− 5) ≦ 5 より，2 ≦ 5 となり，これは成り立っている．
したがって，3 ≦ x < 5

(iii) x < 3 のとき
−(x− 3)− (x− 5) ≦ 5 より，x ≧ 3

2

したがって，x < 3 より，3
2 ≦ x < 3

◀ x ≧ 5 のとき，|x − 3| =
x− 3, |x− 5| = x− 5

◀ 3 ≦ x < 5のとき，|x−3| =
x− 3, |x− 5| = −(x− 5)

◀ x < 3 のとき，|x − 3| =
−(x−3), |x−5| = −(x−5)

よって，(i)～(iii)より，3
2
≦≦≦ x ≦≦≦ 13

2

(3)

||x− 2|+ 4| =

{
|x− 2 + 4| (x ≧ 2)

| − (x− 2) + 4| (x < 2)

=

{
|x+ 2| (x ≧ 2)

| − x+ 6| (x < 2)

=

{
x+ 2 (x ≧ 2)

−x+ 6 (x < 2)

(i) x ≧ 2 のとき
x+ 2 = 3xより，x = 2

2 = 1

これは，x ≧ 2 を満たさない．
(ii) x < 2 のとき
−x+ 6 = 3x より，6 = 4xより，x = 6

4 = 3
2

これは，x < 2 を満たす．

よって，(i)，(ii)より，x = 3
2

◀ (i)～(iii)の範囲を数直線で
表すと次のようになる．

◀ 先に，x−2の絶対値記号を
外し，x− 2 ≧ 0と x− 2 < 0

で場合分けをする．
◀ x ≧ 2のとき，x+ 2 > 0

x < 2のとき，−x+ 6 > 0

x3 5 13
2

3
2

(ii) (i)(iii)
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解答
1.4

数と式（解答） 章末問題 1（解答）

章末問題 1（解答）
解答（章末）I1.1 ⋆⋆ 章末 p.55

問題文
次の式を展開せよ．

(x+ y + z)2 − (y + z − x)2 + (z + x− y)2 − (x+ y − z)2

(x+ y + z)2 − (y + z − x)2 + (z + x− y)2 − (x+ y − z)2

={(x+ y + z) + (y + z − x)}{(x+ y + z)− (y + z − x)}
+ {(z + x− y) + (x+ y − z)}{(z + x− y)− (x+ y − z)}

=2(y + z) · 2x+ 2x · 2(z − y)

=4xy + 4xz + 4xz − 4xy = 8xz

◀ A2 −B2 + C2 −D2

= (A+B)(A−B)

+ (C +D)(C −D)

解答（章末）I1.2 ⋆⋆⋆⋆ 章末 p.55

問題文
次の式を因数分解せよ．
(1) a3(b− c) + b3(c− a) + c3(a− b) (2) a4 + b4 + c4 − 2a2b2 − 2a2c2 − 2b2c2

(1) a3(b− c) + b3(c− a) + c3(a− b)

=(b− c)a3 −
(
b3 − c3

)
a+ bc

(
b2 − c2

)
=(b− c)

{
a3 −

(
b2 + bc+ c2

)
a+ bc(b+ c)

}
=(b− c)

{
(c− a)b2 + c(c− a)b− a

(
c2 − a2

)}
=(b− c)(c− a)

{
b2 + c · b− a(c+ a)

}
=(b− c)(c− a)

{
(b− a)c+

(
b2 − a2

)}
=(b− c)(c− a)(b− a){c+ (b+ a)}

=− (a− b)(b− c)(c− a)(a+ b+ c)

(2) a4 + b4 + c4 − 2a2b2 − 2a2c2 − 2b2c2

=a4 − 2
(
b2 + c2

)
a2 + b4 − 2b2c2 + c4

=a4 − 2
(
b2 + c2

)
a2 +

(
b2 − c2

)2
=a4 − 2

(
b2 + c2

)
a2 + {(b+ c)(b− c)}2

=a4 −
{
(b+ c)2 + (b− c)2

}
a2 + (b+ c)2(b− c)2

=
{
a2 − (b+ c)2

}{
a2 − (b− c)2

}
={a+ (b+ c)}{a− (b+ c)}{a+ (b− c)}{a− (b− c)}

=(a+ b+ c)(a− b− c)(a+ b− c)(a− b+ c)

◀ aについて整理する．

◀ b− cをくくり出す．

◀ 波括弧内を bについて整理
する．
◀ c− aをくくり出す．

◀ 波括弧内を cについて整理
する．
◀ b− aをくくり出す．

◀ aについて整理する．

◀ a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2

◀ 次の式は公式として覚えて
もよい．

(x+ y)2 + (x− y)2

=2
(
x2 + y2

)
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解答
1.4

数と式（解答） 章末問題 1（解答）

解答（章末）I1.3 ⋆⋆⋆ 章末 p.55

問題文

x+ y + z = 0 のとき，x
(

1
y + 1

z

)
+ y

(
1
z + 1

x

)
+ z

(
1
x + 1

y

)
の値を求めよ．

x+ y + z = 0より，z = −(x+ y)

これより，与えられた式を z について整理すると，

x

(
1

y
+

1

z

)
+ y

(
1

z
+

1

x

)
+ z

(
1

x
+

1

y

)
=

(
1

x
+

1

y

)
z +

x+ y

z
+
x

y
+
y

x

= −
(
1

x
+

1

y

)
(x+ y) +

x+ y

−(x+ y)
+
x

y
+
y

x

= −
(
1 +

y

x
+
x

y
+ 1

)
− 1 +

x

y
+
y

x
= −3

【別解】 x+ y + z = 0より，y + z = −x, z + x = −y, x+ y = −z
よって，

x

(
1

y
+

1

z

)
+ y

(
1

z
+

1

x

)
+ z

(
1

x
+

1

y

)
=
y + z

x
+
z + x

y
+
x+ y

z

=
−x
x

+
−y
y

+
−z
z

= −3

◀ 展開して，分母が同じもの
をまとめる．

解答（章末）I1.4 ⋆⋆⋆ 章末 p.55

問題文
不等式 |ax+ 2| ≦ b の解が −2 ≦ x ≦ 4 のとき a, bの値を求めよ．

|ax+ 2| ≦ b より，−b ≦ ax+ 2 ≦ b

よって，−b− 2 ≦ ax ≦ b− 2

(i) a > 0 のとき
−b−2

a ≦ x ≦ b−2
a より，−b−2

a = −2, b−2
a = 4

これらを解いて，a = −2, b = −6

これは，a > 0 を満たさないので不適である．
(ii) a = 0 のとき
このとき，解は −2 ≦ x ≦ 4 とはならないので不適である．
(iii) a < 0のとき
b−2
a ≦ x ≦ −b−2

a より， b−2
a = −2, −b−2

a = 4

これらを解いて，a = −2, b = 6

これは，a < 0を満たす．

◀ −b−2
a = −2, b−2

a = 4 の
各辺を足し合わせるなどして，
連立させて aの値を求める．

◀ b−2
a = −2, −b−2

a = 4 の
各辺を足し合わせるなどして，
連立させて aの値を求める．

(i)～(iii)より，a = −2, b = 6

◀ |x| < a (a > 0) の解は，
−a < x < a
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解答
1.4

数と式（解答） 章末問題 1（解答）

解答（章末）I1.5 ⋆⋆ 章末 p.55

問題文
x = 2a− 1 のとき，

√
x2 + 8a+

√
a2 − x を簡単にせよ．

x = 2a− 1 を与えられた式に代入すると，»
(2a− 1)2 + 8a+

»
a2 − (2a− 1)

=
√
4a2 + 4a+ 1 +

√
a2 − 2a+ 1

=
»

(2a+ 1)2 +
»

(a− 1)2

= |2a+ 1|+ |a− 1|

よって，

|2a+ 1|+ |a− 1| =


(2a+ 1) + (a− 1) (1 ≦ a)

(2a+ 1)− (a− 1)
(
−1

2 ≦ a < 1
)

−(2a+ 1)− (a− 1) (a < −1
2)

=


3a (1 ≦≦≦ a)

a+ 2
(
−1

2
≦≦≦ a < 1

)
−3a (a < −1

2
)

◀ | |内の式について，2a+1 =

0 の解は a = − 1
2 であり，

a − 1 = 0の解は a = 1とな
る．これより，a < − 1

2 , − 1
2 ≦

a < 1, 1 ≦ a の場合に分け
る．

258



解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

集合と命題（解答）
集合と論理（解答）
解答 I2.1.1 ⋆ 問題 p.61

問題文

(1) A = {x | x は 20以下の奇数} とする．次の の中に，∈または /∈のいずれか
適するものを書き入れよ．

(i) 7 A (ii) 12 A

(2) 次の集合を要素を書き並べて表せ．

(i) 16 の正の約数全体の集合 (ii) {x | −5 ≦ x < 3, x は整数}

(3) 次の 2つの集合 A, B の間に成り立つ包含関係をいえ．

(i) A = {4n+ 1 | 0 ≦ n ≦ 1, n は整数}, B = {2n− 1 | −1 ≦ n ≦ 3, n は整数}

(ii) A = {2n+ 1 | n = 0, 1}, B = {x | (x− 1)(x− 3) = 0, x は整数}

(1) (i) 7は 20以下の奇数であるから，7 ∈ A

(ii) 12は 20以下の奇数ではないから，12 /∈ A

(2) (i) {1, 2, 4, 8, 16}
(ii) {−5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2}

(3) (i) A = {4 · 0 + 1, 4 · 1 + 1} = {1, 5},

B = {2 · (−1)− 1, 2 · 0− 1, 2 · 1− 1, 2 · 2− 1, 2 · 3− 1}

= {−3, −1, 1, 3, 5}
よって，A ⊂ B

(ii) A = {2 · 0 + 1, 2 · 1 + 1} = {1, 3}
また，(x− 1)(x− 3) = 0を解くと，x = 1, 3

したがって，B = {1, 3}
よって，A = B

◀ 例えば，B の要素 −3は A

に属さないから，B ⊂ Aでは
ない．
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.2 ⋆ 問題 p.62

問題文
U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}を全体集合とする．U の部分集合 A, B

を A = {2, 3, 5, 7, 9, 10}, B = {1, 5, 6, 9, 12}とするとき，次の集合を求めよ．
(1) A ∩B (2) A ∩B (3) A ∩B

(4) A ∪B (5) A ∪B

与えられた条件をもとに，U, A, B をベン図で表すと，下の図のようになる．
(1) A ∩B は，Aと B の共通部分であるから，

A ∩B = {5, 9}

(2) A ∩ B は B の要素のうち，A ∩ B の要素では
ないものであるから，

A ∩B = {1, 6, 12}

◀

◀

U

A B2
3 5

9

1

6

12
7

10

4 8 11

(3) A ∩B は，A ∩B の補集合である．
よって，(1)より，

A ∩B = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12}

(4) A ∪B は, A と B の和集合である.
A = {1, 4, 6, 8, 11, 12}, B = {2, 3, 4, 7, 8, 10, 11}より，

A ∪B = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12}

(5) ド・モルガンの法則より，A ∪B = A∩B となり，A ∪B は，Aと B の共通部
分である．
よって，(1)より，

A ∪B = A ∩B = {5, 9}

U

A B2
3 5

9

1
6

12
7

10
4 8 11

U

A B2
3 5

9

1
6

12
7

10
4 8 11

U

A B2
3 5

9

1
6

12
7

10
4 8 11

◀

◀ (A) = A, (B) = B

◀ U から A ∪ B を除いたも
のである．
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.3 ⋆⋆ 問題 p.63

問題文
実数全体を全体集合とし，その 2 つの部分集合を A = {x | x + 3 < 0}, B = {x |
|x+ 3| ≦ 1} とするとき，次の集合を求めよ．
(1) A ∪B (2) A ∩B (3) A ∩B

x+ 3 < 0 より，x < −3

よって，A = {x |x < −3}
|x+ 3| ≦ 1 より，−1 ≦ x+ 3 ≦ 1

すなわち，−4 ≦ x ≦ −2

よって，B = {x | −4 ≦ x ≦ −2}

(1) 右の数直線より，

A ∪B = {x |x ≦≦≦ −2} ◀ A ∩B は共通部分である．
−4 −3 −2 0 x

A
B

(2) B = {x | x < −4, −2 < x} であるから，右の
数直線より，

A ∩B = {x | x < −4}

◀ 端点を含むか否かをよく考
える．

−4 −3 −2 0 x

A
B B

(3) 右の数直線より，A ∩B = {x | −4 ≦ x < −3}
であるから，

A ∩B = {x | x < −4, −3 ≦≦≦ x} −4 −3 −2 0 x

A

A ∩B A ∩B
B

◀ 集合 A, B の条件を表す不
等式を解く．

◀ |x| ≦ a（a > 0）の解は，
−a ≦ x ≦ a
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.4 ⋆⋆⋆ 問題 p.64

問題文
U = {x | x は実数} を全体集合とする．U の部分集合

A =
{
3, a+ 2, a2 − a− 11

}
, B =

{
3, 7, a2 − 15, a2 − 3a+ 4

}
とする．A ∩B = {1, 3} であるとき，定数 a の値を求めよ．

A ∩B = {1, 3} より，1 ∈ A であるから，a+ 2 = 1 または a2 − a− 11 = 1

(i) a+ 2 = 1，すなわち，a = −1 のとき

A = {−9, 1, 3}, B = {−14, 3, 7, 8}

したがって，1 /∈ B となるから，不適である．
(ii) a2 − a− 11 = 1，すなわち，a2 − a− 12 = 0 のとき

(a+ 3)(a− 4) = 0

したがって a = −3, 4

（ア）a = 4 のとき

A = {1, 3, 6}, B = {1, 3, 7, 8}

したがって，A ∩B = {1, 3} となるから，条件に適する．
（イ）a = −3 のとき

A = {−1, 1, 3}, B = {−6, 3, 7, 22}

したがって，1 /∈ B となるから，不適である．

◀ a = −1のとき，a2 − a −
11 = (−1)2−(−1)−11 = −9

a2−15, a2−3a+4も同様に
計算すると，それぞれ −14, 8

となる．

◀ a = 4 のとき，a + 2 =

4 + 2 = 6

a2 − 15, a2 − 3a+ 4も同様
に計算すると，それぞれ 1, 8

となる．

◀ a = −3 のとき，a + 2 =

(−3) + 2 = −1

a2−15, a2−3a+4も同様に
計算すると，それぞれ −6, 22

となる．

．

よって，(i)，(ii)より，求める a の値は a = 4
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.5 ⋆⋆ 問題 p.65

問題文
U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15} を全体集合とする．U の
部分集合 A, B, C を A = {n | n は 10 の正の約数}，B = {n | n は偶数}，C = {n |
n は 14の正の約数} とするとき，次の集合を求めよ．
(1) A ∩B ∩ C (2) (A ∪B) ∩ C

(3) (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) (4) (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

A = {1, 2, 5, 10}, B = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14}, C = {1, 2, 7, 14} であり，与
えられた条件をもとに，U, A, B, C をベン図で表すと．下の図のようになる．

(1) A∩B ∩C は，A，B，C の共通部分であるか
ら，

A ∩B ∩ C = {2}

(2) A∪B = {1, 2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 14}より，

(A ∪B) ∩ C = {1, 2, 14}

◀ (A ∪B) ∩ C

U
A

B C

5

10 1

14 7

2

3 9 11

13 15

6
8

12

4

(3) A ∩ C = {1, 2}, B ∩ C = {2, 14}より，

(A ∩ C) ∪ (B ∩ C) = {1, 2, 14}

(4) ド・モルガンの法則より，

(A ∩ C) ∪ (B ∩ C) = (A ∩ C) ∩ (B ∩ C)

= (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)
= (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)
= (A ∩B) ∪ C
= {1, 2, 7, 10, 14}

◀ (2)，(3)の結果より，
(A ∪B) ∩ C

=(A ∩ C) ∪ (A ∩ C)

U
A

B C
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.6 ⋆⋆⋆⋆ 問題 p.66

問題文
Zを整数全体の集合とするとき，次のことを証明せよ．
(1) A = {6x+ 5 | x ∈ Z}, B = {3x− 1 | x ∈ Z} であるとき，A ⊂ B

(2) A = {5x+2y | x ∈ Z, y ∈ Z}, B = {4x+3y | x ∈ Z, y ∈ Z}であるとき，A = B

(1) α ∈ A とすると，α = 6x+ 5 (x ∈ Z)と表すことができる．
このとき，α = 6(x+ 1)− 1 = 3 · 2(x+ 1)− 1

2(x+ 1) = y とおくと，α = 3y − 1 (y ∈ Z)
したがって，α ∈ B

よって，α ∈ A ならば α ∈ B が成り立つから，A ⊂ B ■

(2) (i) α ∈ Aとすると，α = 5x+2y (x ∈ Z, y ∈ Z)と表すことができる．
5 = 4× 2 + 3× (−1), 2 = 4× (−1) + 3× 2 より，

α = {4×2+3×(−1)}x+{4×(−1)+3×2}y = 4(2x−y)+3(−x+2y)

x ∈ Z, y ∈ Z より，2x− y ∈ Z, −x+ 2y ∈ Z であるから，α ∈ B

したがって，A ⊂ B が成り立つ．
(ii) β ∈ B とすると，β = 4x + 3y (x ∈ Z, y ∈ Z) と表すことがで
きる．
4 = 5× 0 + 2× 2, 3 = 5× 1 + 2× (−1) より，

β = {5× 0 + 2× 2}x+ {5× 1 + 2× (−1)}y = 5y + 2(2x− y)

x ∈ Z, y ∈ Z より，2x− y ∈ Z であるから，β ∈ A

したがって，B ⊂ A が成り立つ．

よって，(i)，(ii)より，A ⊂ B かつ B ⊂ Aであるから，A = B が成り立つ． ■

◀ α ∈ B を示すために，
6n+5 を 3× (整数) −1 の形
で表す．
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.7 ⋆ 問題 p.67

問題文
次の命題の真偽を調べよ．また，偽のときは具体的な反例を挙げよ．ただし，x, y は実
数とする．
(1) x2 = 16ならば，x = 4

(2) x− y = 0ならば，x = y = 0

(3) x2 + y2 = 0 ならば，x = y = 0

(4) xy が有理数ならば，x, y はともに有理数である．

(1) x = −4のとき，x2 = 16であるが，x = 4ではない．
よって，命題は偽である．
反例は，x = −4

(2) x = 1, y = 1 のとき，x− y = 0 であるが，x = y = 0 ではない．
よって，命題は偽である．
反例は，x = 1, y = 1

(3) x2 ≧ 0, y2 ≧ 0であるから，x2 + y2 = 0ならば，x2 = 0かつ y2 = 0

したがって，x = y = 0

よって，命題は真である．
(4) x =

√
2, y =

√
2 のとき，xy = 2 であるが，x, y は無理数である．

よって，命題は偽である．
反例は，x =

√
2, y =

√
2

◀ x2 = 16 を解くと，x =

4, −4

◀ 2は有理数である．

解答 I2.1.8 ⋆ 問題 p.68

問題文
次の命題の真偽を，集合の考えを用いて調べよ．
(1) nを自然数とする．nが 1桁の正の奇数ならば，nは 15の正の約数である．
(2) 実数 xについて，|x| < 3ならば，x > −4

(1) P = {1, 3, 5, 7, 9}, Q = {1, 3, 5, 15}とおくと，7 /∈ Qであるから，P ⊂ Q

は成り立たない．
よって，命題は偽である．

(2) P = {x | |x| < 3}, Q = {x | x > −4}とおく．
|x| < 3より，−3 < x < 3

P, Qを数直線上に表すと，右の図のようになる．
したがって，P ⊂ Qが成り立つ．

−4 −3 0 3 x

Q

P

よって，命題は真である．

◀ 7，9が反例である．

◀ |x| < a（a > 0）の解は，
−a < x < a
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.9 ⋆⋆ 問題 p.69

問題文

次の に最も適するものを，(i)～(iv)から選べ．ただし，x, y は実数とする．
(1) x = 2は，x2 < 10であるための ．
(2) x+ y > 10は，x > 5かつ y > 5であるための ．

(i) 必要条件であるが十分条件ではない (ii) 十分条件であるが必要条件ではない

(iii) 必要十分条件である (iv) 必要条件でも十分条件でもない

(1) 「x = 2 =⇒ x2 < 10」は，真である．
「x2 < 10 =⇒ x = 2」は，偽である．反例は，x = 3

よって，(ii) 十分条件であるが必要条件ではない
(2) 「x+ y > 10 =⇒ x > 5かつ y > 5」は，偽である．反例は，x = 10, y = 1

「x > 5かつ y > 5 =⇒ x+ y > 10」は，真である．
よって，(i) 必要条件であるが十分条件ではない

◀ 22 < 10

◀ 32 < 10

解答 I2.1.10 ⋆ 問題 p.70

問題文
次の条件の否定を述べよ．ただし，x, y を実数とする．
(1) 0 ≦ x < 5 (2) xは 1でも 2でもない

(3) x = 0 または x = 2 (4) x, y の少なくとも一方は 1である．

(1) 「0 ≦ x < 5」は，「x ≧ 0かつ x < 5」のことである．
よって，否定は，「x < 0 または x ≧≧≧ 5」
(2) 「x は 1でも 2 でもない」は，「x ̸= 1 かつ x ̸= 2」のことである．
よって，否定は，「x = 1 または x = 2」
(3) 否定は，「x ̸= 0 かつ x ≠ 2」
(4) 「x, y の少なくとも一方は 1 である」は「x = 1 または y = 1」のことである．
よって，否定は，「x ̸= 1 かつ y ̸= 1」

◀ xは 1 または 2 である．

◀ xも y も 1ではない．
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.11 ⋆⋆⋆ 問題 p.71

問題文
次の命題の否定を述べよ．また，もとの命題とその否定の真偽を答えよ．
(1) ある整数 k について，k2 = 3k

(2) 任意の実数 x, y について，(x+ y)2 > x2 + y2

(1) 否定は，「すべての整数 kについて，k2 ̸= 3k」
これは，k = 3のとき，k2 = 3k であるから，k2 ̸= 3k は成り立たない．
よって，否定は偽である．
また，もとの命題は k = 3のとき，k2 = 3k であるから，真である．
(2) 否定は，「ある実数 x, y について，(x+ y)2 ≦≦≦ x2 + y2」
これは，x = 0, y = 0のとき，(x+ y)2 = x2 + y2 = 0

よって，否定は真である．
また，もとの命題は，x = 1, y = −1 とすると，(x + y)2 = (1 − 1)2 = 0 であり，
x2 + y2 = 2である．
よって，偽である．

◀ k = 0も反例である．

解答 I2.1.12 ⋆ 問題 p.72

問題文
次の命題の逆，裏，対偶を述べよ．また，それらの真偽を調べよ．ただし，x, y は実数
とする．
(1) x = −3ならば，x2 = 9

(2) x+ y > 2 ならば，x, y の少なくとも 1つは 1より大きい．

(1) 逆は，「x2 = 9 ならば， x = −3」
これは，偽である．反例は，x = 3

裏は，「x ̸= −3 ならば， x2 ̸= 9」
これは，偽である．反例は，x = 3

対偶は，「x2 ̸= 9 ならば， x ̸= −3」
これは，もとの命題が真 (x = −3 ならば，x2 = 9

) であるから，真である．
(2) 逆は，「x > 1 または y > 1 ならば， x+ y > 2」
これは，偽である．反例は，x = 2, y = −1

裏は，「x+ y ≦≦≦ 2 ならば， x ≦≦≦ 1 かつ y ≦≦≦ 1」
これは，偽である．反例は，x = 2, y = −1

対偶は，「x ≦≦≦ 1 かつ y ≦≦≦ 1 ならば， x+ y ≦≦≦ 2」
これは，明らかに成り立つから，真である．

◀ 裏の反例は，逆の反例と同
じものでよい．

◀ x ≦ 1 かつ y ≦ 1 より，辺
々を足し合わせると，x+y ≦ 2
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.13 ⋆⋆ 問題 p.73

問題文
次の命題を証明せよ．ただし，a, bを整数とする．
(1) a3 が偶数ならば，aは偶数である．
(2) a2 + b2 が奇数ならば，積 abは偶数である．

(1) もとの命題の対偶「a が奇数ならば，a3 は奇数である」を証明する．
a は奇数であるとき，整数 k を用いて a = 2k + 1 と表せるから，

a3 = (2k + 1)3 = 8k3 + 12k2 + 6k + 1 = 2
(
4k3 + 6k2 + 3k

)
+ 1

k は整数より，4k3 + 6k2 + 3k も整数であるから，a3 は奇数である．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■
(2) もとの命題の対偶「積 ab が奇数ならば，a2 + b2 は偶数である」を証明する．
ab は奇数であるとき，a, bはともに奇数であり，整数 k, lを用いて a = 2k+1, b =

2l + 1と表せるから，

a2 + b2 = (2k + 1)2 + (2l + 1)2

= 4k2 + 4k + 1 + 4l2 + 4l + 1

= 2
(
2k2 + 2k + 2l2 + 2l + 1

)
k, l は整数より，2k2 + 2l2 + 2k+ 2l+ 1も整数であるから，a2 + b2 は偶数である．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■

◀ a = 2k − 1としてもよい．

◀ 4k3 +6k2 +3kが整数であ
ることを記すように注意する
こと．

解答 I2.1.14 ⋆⋆⋆ 問題 p.74

問題文
次の命題を証明せよ．ただし，a, b, c は整数とする．

a2 + b2 + c2 が偶数ならば，a, b, c のうち少なくとも 1つは偶数である．

もとの命題の対偶「a, b, c がすべて奇数ならば，a2 + b2 + c2 は奇数である」を証
明する．a, b, c がすべて奇数であるとき，整数 l, m, n を用いて a = 2l + 1, b =

2m+ 1, c = 2n+ 1 と表せるから，

a2 + b2 + c2 = (2l + 1)2 + (2m+ 1)2 + (2n+ 1)2

= 2
(
2l2 + 2m2 + 2n2 + 2l + 2m+ 2n+ 1

)
+ 1

2l2 +2m2 +2n2 +2l+2m+2n+1 は整数であるから，a2 + b2 + c2 は奇数である．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■

◀ 2 × (整数) + 1 の形にな
るように，式変形する．
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.15 ⋆⋆ 問題 p.75

問題文
(1)

√
3 は無理数であることを証明せよ．

(2)
√
3は無理数であることを用いて，

√
3− 1 が無理数であることを証明せよ．

(1)
√
3 が有理数であると仮定すると，

√
3 =

m

n
(m とn は互いに素な自然数)

と表される．
このとき，

√
3n = m

両辺を 2 乗すると，3n2 = m2 · · · (i)
3n2 は 3の倍数であるから，m2 も 3 の倍数である．
したがって，m は 3 の倍数となる．
m = 3k (k は整数) とおくと，(i) より 3n2 = (3k)2

すなわち，n2 = 3k2

3k2 は 3の倍数であるから，n2 は 3 の倍数である．
したがって，n は 3 の倍数となる．
ゆえに，m, n はともに 3 の倍数となり，互いに素であることに矛盾する．
よって，

√
3 は無理数である． ■

(2)
√
3− 1 が有理数であると仮定すると，

√
3− 1 = r (r は有理数)

と表される．
整理すると，

√
3 = r + 1

r + 1 は有理数であるから，
√
3 も有理数となる．

これは，
√
3 が無理数であることに矛盾する．

よって，
√
3− 1 は無理数である． ■

◀ 結論の否定を仮定する（無
理数ではないことから，有理
数であると仮定する）．

◀ m2 が 3の倍数ならば，m

も 3の倍数である．

◀ m, nがともに 3を約数に
もつことから，互いに素であ
ることに反する．

◀ (有理数) + (有理数)

= (有理数)
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答 I2.1.16 ⋆⋆⋆ 問題 p.76

問題文
a, b を有理数とするとき，次の問いに答えよ．ただし，

√
3 が無理数であることを用い

てもよい．
(1) a+ b

√
3 = 0 ならば，a = 0 かつ b = 0 であることを証明せよ．

(2) a(2 +
√
3) + b(5−

√
3) = 13 + 3

√
3 を満たす a, b の値を求めよ．

(1) b ̸= 0 と仮定する．
a+ b

√
3 = 0より，

√
3 = −a

b

ここで，a, b は有理数より，−a
b も有理数であるが，これは

√
3 が無理数であるこ

とに矛盾する．
したがって，b = 0 である．
これを a+ b

√
3 = 0 に代入すると，a = 0

よって，a, b が有理数のとき，a+ b
√
3 = 0 ならば，a = 0 かつ b = 0 である． ■

(2) a(2 +
√
3) + b(5−

√
3) = 13 + 3

√
3を整理すると，

(2a+ 5b− 13) + (a− b− 3)
√
3 = 0

a, b が有理数より，2a+5b− 13, a− b− 3 は有理数である．したがって，(1)より，{
2a+ 5b− 13 = 0

a− b− 3 = 0

よって，これを解いて，a = 4, b = 1

◀ b = 0であることのみを導
いている．

◀
√
3について整理する．

◀ 2a+ 5b− 13, a− b− 3が
ともに有理数であることを記
すように注意すること．
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答（節末）I2.1.1 ⋆ 節末 p.77

問題文
P = {a, b, c}の部分集合をすべて求めよ．

∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c} ◀ ∅や P も部分集合である．
また，{∅}は空集合の集合と
なり，∅とは意味が異なるの
で波括弧をつけないように注
意すること．

解答（節末）I2.1.2 ⋆⋆ 節末 p.77

問題文
実数全体を全体集合とし，その 2 つの部分集合を A = {x | |x − 1| <

√
6}, B = {x |

−a ≦ x ≦ a} とするとき，次の問いに答えよ．ただし，a は正の定数とする．
(1) A ⊃ B となる a の値の範囲を求めよ．
(2) A ∪B に属する整数の個数が 9個となる a の値の範囲を求めよ．

(1）不等式 |x− 1| <
√
6 を解くと

−
√
6 < x− 1 <

√
6 より，1−

√
6 < x < 1 +

√
6

したがって，A = {x | 1−
√
6 < x < 1+

√
6}であ

るから，右の数直線より，A ⊃ B となるのは

1−
√
6 < −a

よって，a > 0 より，0 < a < −1 +
√
6 ◀ a > 0を忘れないように注

意すること．

0 a−a 1 +
√
61−

√
6

x

A

B

(2) A に属する整数は，−1, 0, 1, 2, 3 の 5 個であるから，A∪B に属する整数が，
−4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4の 9個になればよい．

よって，右の数直線より，

4 ≦≦≦ a < 5 ◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．

−3 −2 −1 0 1 2 3 a−4 4−a

1 +
√
61−

√
6

x

A

B

◀ |x| < a（a > 0）の解は，
−a < x < a

271



解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答（節末）I2.1.3 ⋆⋆⋆ 節末 p.77

問題文
次の命題の真偽を調べよ．また，真のときにはその証明をし，偽のときは具体的な反例
を挙げよ．ただし，x, y は実数とし，

√
2,

√
5は無理数であることを用いてもよい．

(1) xが無理数，y が有理数ならば，x+ y は無理数である．
(2) x2 − x が有理数ならば，x は有理数である．
(3) x, y がともに無理数ならば，x+ y, x2 + y2 のうち少なくとも一方は無理数である．

(1) x が無理数かつ y が有理数ならば，x+ y が有理数であると仮定すると，

x = (x+ y)− y

となる．しかし，これは左辺が無理数，右辺が有理数となり，xが無理数であること
に矛盾する．
したがって，x が無理数かつ y が有理数ならば，x+ y は無理数である．
よって，命題は真である．
(2) x2 − x = 1とすると，x2 − x− 1 = 0

これを解いて，x = 1±
√
5

2√
5は無理数であるから，xは無理数である．
よって，命題は偽である．反例は，x2 − x = 1

(3) x =
√
2, y = −

√
2のとき，x, yはともに無理数であるが，x+y = 0, x2+y2 = 4

であるから，x+ y, x2 + y2 はどちらも無理数ではない．
よって，命題は偽である．反例は，x =

√
2, y = −

√
2

◀ (有理数)− (有理数)

= (有理数)

◀ ax2 + bx+ c = 0 の解は，

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

解答（節末）I2.1.4 ⋆⋆⋆ 節末 p.77

問題文
次の に最も適するものを，(i)～(iv)から選べ．ただし，a, b, c は実数とする．
(1) a = bは，ac = bcであるための ．
(2) a = b = cは，a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca = 0であるための ．
(3) a2 > b2 は，a > bであるための ．

(i) 必要条件であるが十分条件ではない (ii) 十分条件であるが必要条件ではない

(iii) 必要十分条件である (iv) 必要条件でも十分条件でもない

(1) 「a = b =⇒ ac = bc」は，真である．
「ac = bc =⇒ a = b」は，偽である．反例は，a = 1, b = 2, c = 0

よって，(ii) 十分条件であるが必要条件ではない

(2) a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca = 0 ⇐⇒ (a− b)2 + (b− c)2 + (c− a)2 = 0

⇐⇒ a = b = c

よって，(iii) 必要十分条件である

(3) 「a2 > b2 =⇒ a > b」は，偽である．反例は，a = −1, b = 0

「a > b =⇒ a2 > b2」は，偽である．反例は，a = 0, b = −1

よって，(iv) 必要条件でも十分条件でもない

◀ a2+b2+c2−ab−bc−ca =

0, a2+b2+c2+ab+bc+ca =

0はそれぞれ，(a− b)2 +(b−
c)2+(c−a)2 = 0, (a+b)2+

(b+ c)2 + (c+ a)2 = 0と式
変形することができる．展開
して，同値の関係が成り立つ
ことを確かめるとよい．
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解答
2.1

集合と命題（解答） 集合と論理（解答）

解答（節末）I2.1.5 ⋆⋆ 節末 p.77

問題文
次の命題が成り立つことを対偶を用いて証明せよ．

x, y がともに正の数のとき，x2 + y2 ≧ 4 ならば，x ≧
√
2 または y ≧

√
2 である．

もとの命題の対偶「x, y がともに正の数のとき，x <
√
2 かつ y <

√
2 ならば，

x2 + y2 < 4」を証明する．
x は正の数であり，x <

√
2 より，x2 < 2 · · · (i)

y は正の数であり，y <
√
2 より，y2 < 2 · · · (ii)

したがって，(i)と (ii)の辺々を足し合わせて，x2 + y2 < 4

ゆえに，対偶は真である．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■

◀ 「p =⇒ q」の対偶は，
「q =⇒ p」

◀ 0 < x <
√
2 より，0 <

x2 < 2

解答（節末）I2.1.6 ⋆⋆⋆⋆ 節末 p.77

問題文
整数 a, b を係数とする 2 次方程式 x2 + ax + b = 0 が有理数の解 r をもつならば，r
は整数であることを証明せよ．

x2 + ax+ b = 0 が有理数の解 r をもつから，

r = m
n (mと n は 1以外に公約数をもたない整数，n ̸= 0)

と表される．
このとき，(mn )2 + a · m

n + b = 0

すなわち，m2 + amn+ bn2 = 0

したがって，m2 = −n(am+ bn) · · · (i)
n ̸= ±1 と仮定すると，n はある素数 p を約数にもつ．
このとき，(i)より m2 は素数 p を約数にもつ．
m2 が素数 p を約数にもてば，m も素数 p を約数にもつ．
これは，m と n が 1 以外に公約数をもたないことに矛盾する．
したがって，n = ±1

よって，r は整数である． ■

◀ 有理数の解 r は正であると
は限らないことに注意するこ
と．

◀ m
n が整数ならば，n = ±1

であることを用いて，n ̸= ±1

を仮定する．

◀ m と n が素数 p を公約数
をもつことになる．これは，公
約数をもたないことに矛盾す
る．
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解答
2.2

集合と命題（解答） 章末問題 2（解答）

章末問題 2（解答）
解答（章末）I2.1 ⋆⋆⋆ 章末 p.78

問題文
Z を整数全体の集合とするとき，次のことを証明せよ．

A = {5x+ 2y | x ∈ Z, y ∈ Z} であるとき，A = Z

(i) a ∈ A とすると，a = 5x+ 2y (x, y ∈ Z) と表すことができる．
5x+ 2y は整数であるから，a ∈ Z
すなわち，a ∈ A ならば，a ∈ Z であるから，A ⊂ Z
(ii) a ∈ Z とすると，a = 5a+ 2(−2a) であり，a, −2a はともに整数であるから，

5a+ 2(−2a) ∈ A

すなわち，a ∈ Z ならば，a ∈ A であるから，Z ⊂ A

よって，(i)，(ii)より，A ⊂ Z かつ Z ⊂ A であるから，A = Zが成り立つ． ■

◀ すべての整数は 5×(整数)+

2 × (整数)で表すことができ
ることを示す．

解答（章末）I2.2 ⋆⋆⋆ 章末 p.78

問題文
次の命題の真偽を調べよ．また，真のときにはその証明をし，偽のときには具体的な反
例を挙げよ．ただし，a, b を自然数とする．
(1) a が奇数かつ b が奇数ならば，a2 + b2 が偶数
(2) a2 + b2 が偶数ならば，a が偶数かつ b が偶数
(3) a2 + b2 が奇数ならば，a が奇数または b が奇数

(1) a, b は奇数であるから，a = 2m+ 1, b = 2n+ 1 (m, n は整数) とおくと，

a2 + b2 = (2m+ 1)2 + (2n+ 1)2

=
(
4m2 + 4m+ 1

)
+
(
4n2 + 4n+ 1

)
= 2

(
2m2 + 2m+ 2n2 + 2n+ 1

)
したがって，2m2 + 2m+ 2n2 + 2n+ 1 は整数であるから，a2 + b2 は偶数である．
よって，命題は真である．
(2) a = 3, b = 3のとき，a2 + b2 = 18となり，a2 + b2 は偶数であるが，a, bはと
もに奇数である．
よって，命題は偽である．反例は，a = 3, b = 3

(3) もとの命題の対偶「a が偶数かつ b が偶数ならば，a2 + b2 が偶数」が正しいこ
とを証明する．
a, b は偶数であるから，a = 2m, b = 2n (m, n は整数) とおくと，

a2 + b2 = (2m)2 + (2n)2 = 4m2 + 4n2 = 2
(
2m2 + 2n2

)
2m2 + 2n2 は整数であるから，a2 + b2 は偶数である．
よって，対偶が証明されたので，もとの命題は真である．

◀ 2m2 + 2m+ 2n2 + 2n+ 1

が整数であることを記すよう
に注意すること．

◀ もとの命題のかわりに，対
偶を用いて証明する．
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解答
2.2

集合と命題（解答） 章末問題 2（解答）

解答（章末）I2.3 ⋆⋆ 章末 p.78

問題文
次の命題を証明せよ．ただし，m, nは正の整数，m > nとする．

m+ n

m− n
が既約分数ならば， n

m
は既約分数である．

もとの命題の対偶「m, nが共通の素因数をもつならば，m+ n, m− nは共通の素
因数をもつ」を証明する．
m, nに共通の素因数を k として，m = ka, n = kb（a, bは整数）とおくと，

m+ n = k(a+ b), m− n = k(a− b)

これらは，共通の素因数 k をもつ．
よって，対偶が証明されたから，もとの命題も成り立つ． ■

◀ もとの命題のかわりに，対
偶を用いて証明する．

解答（章末）I2.4 ⋆⋆⋆ 章末 p.78

問題文
√
a+

√
b が有理数ならば，√a,

√
b はともに有理数であることを証明せよ．ただし，a, b

を正の有理数とする．

√
a+

√
b = r（r は正の有理数）とおくと，

√
b = r −

√
a · · · (i)

(i) の両辺を 2乗すると，b = (r −
√
a)2

したがって，b = r2 − 2r
√
a+ a

ゆえに，2r
√
a = r2 + a− b

r は正の有理数であるから，両辺を 2r ( ̸= 0 ) で割って，

√
a =

r2 + a− b

2r

ここで，a, b, rは正の有理数であるから，r2+a−b
2r は有理数であり，√

a も有理数と
なる．
また，√

aが有理数のとき，(i)より，
√
b も有理数である．

よって，√
a+

√
bが有理数ならば，√

a,
√
b はともに有理数である． ■

◀ 有理数の和．差，積，商（0
の除算は除く）は有理数であ
る．
◀ r と √

aが有理数であるか
ら，

√
b = r −

√
aも有理数で

ある．
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解答
2.2

集合と命題（解答） 章末問題 2（解答）

解答（章末）I2.5 ⋆⋆ 章末 p.78

問題文
三角形の内角で，60◦ 以上のものが少なくとも 1つ存在することを証明せよ．

△ABC において，すべての内角が 60◦ 未満であると仮定すると，

∠A < 60◦, ∠B < 60◦, ∠C < 60◦

これらの角度を足し合わせると，

∠A + ∠B + ∠C < 180◦

これは，三角形の内角の和が 180◦ であることに矛盾する．
よって，三角形の内角で 60◦ 以上のものが少なくとも 1存在する． ■

◀ 背理法を用いて証明する．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

2次関数（解答）
2次関数のグラフ（解答）
解答 I3.1.1 ⋆ 問題 p.82

問題文
関数 f(x) = 4x2 − x+ 5 について，次の値を求めよ．
(1) f(2) (2) f

(
− 3

2

)
(3) f(3a)

(4) f(2a+ 1) (5) f(a2 − 1)

(1) f(x) に x = 2 を代入すると，

f(2) = 4 · 22 − 2 + 5 = 16− 2 + 5 = 19

(2) f(x)に x = −3
2 を代入すると，

f

(
−3

2

)
= 4 ·

(
−3

2

)2

−
(
−3

2

)
+ 5 = 4 · 9

4
+

3

2
+ 5 =

31

2

(3) f(x) に x = 3a を代入すると，

f(3a) = 4 · (3a)2 − (3a) + 5 = 36a2 − 3a+ 5

(4) f(x) に x = 2a+ 1 を代入すると，

f(2a+ 1) = 4(2a+ 1)2 − (2a+ 1) + 5

= 4(4a2 + 4a+ 1)− (2a+ 1) + 5

= 16a2 + 16a+ 4− 2a− 1 + 5

= 16a2 + 14a+ 8

(5) f(x) に x = a2 − 1 を代入すると，

f(a2 − 1) = 4(a2 − 1)2 − (a2 − 1) + 5

= 4(a4 − 2a2 + 1)− a2 + 1 + 5

= 4a4 − 8a2 + 4− a2 + 1 + 5

= 4a4 − 9a2 + 10

◀ f(x) = 4x2 −x+5に 2を
代入する．

◀ 括弧をつけて 2a + 1 を代
入する．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.2 ⋆ 問題 p.83

問題文
次の関数のグラフをかき，その値域を求めよ．
(1) y = −2x+ 5 (−2 ≦ x ≦ 3) (2) y = x2 (−1 ≦ x ≦ 2)

(1) y = −2x+ 5 において，
x = −2 のとき

y = −2 · (−2) + 5 = 4 + 5 = 9

x = 3 のとき

y = −2 · 3 + 5 = −6 + 5 = −1

よって，グラフは右の図のようになる．
値域は −1 ≦≦≦ y ≦≦≦ 9

◀ y = −2x + 5 のグラフは，
y 切片が 5，傾きが −2の直線
である．

◀ グラフには，定義域の両端
の座標を記す．

x

y

O
−2

9

3

−1

(2) y = x2 において，
x = −1 のとき

y = (−1)2 = 1

x = 2 のとき
y = 22 = 4

よって，グラフは右の図のようになる．
値域は 0 ≦≦≦ y ≦≦≦ 4

◀ y = x2 のグラフは，頂点が
原点，軸が y 軸であり，下に
凸の放物線である．

◀ 定義域の端点が値域の端点
になるとは限らないので注意
すること．

x

y

O−1

1

2

4
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.3 ⋆ 問題 p.84

問題文
関数 y = ax+ b (−1 ≦ x ≦ 3) の最大値が 8，最小値が 2 のとき，定数 a, b の値を求
めよ．

(i) a > 0 のとき
グラフは右の図のようになり，

x = −1 のとき，最小値 2
x = 3 のとき，最大値 8

をとるから， ®
−a+ b = 2

3a+ b = 8

したがって，a = 3
2 , b =

7
2

これは，a > 0 を満たす．

◀ 点 (−1, 2)を通る．
◀ 点 (3, 8)を通る．

◀ 点 (−1, 2)を通ることから，
y = ax+ bに代入して，

2 = −a+ b

点 (3, 8)にも同様の操作を行
うと，a · 3 + b = 8が得られ
る．

x

y

O 3

8

−1

2

(ii) a = 0 のとき
y = b（定数関数）となり，最大値と最小値は一致するので，不適である．

(iii) a < 0 のとき
グラフは右の図のようになり，

x = −1 のとき，最大値 8
x = 3 のとき，最小値 2

をとるから， ®
−a+ b = 8

3a+ b = 2

したがって，a = −3
2 , b =

13
2

これは，a < 0 を満たす．

◀ 点 (−1, 8)を通る．
◀ 点 (3, 2)を通る．

◀ 連立方程式を解く．

◀ 場合分けの条件を満たすこ
とを確認する．

x

y

O 3

2

−1

8

よって，(i)～(iii)より，求める a, b の値は，(a, b) =
(
3
2
, 7

2

)
,
(
−3

2
, 13

2

)

◀ x軸に平行な直線となる．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.4 ⋆ 問題 p.85

問題文
次の 2次関数のグラフは，2次関数 y = −x2 のグラフをそれぞれどのように平行移動し
たものか．また，それぞれのグラフをかき，その軸と頂点を求めよ．

(1) y = −x2 + 3 (2) y = −(x− 2)2 (3) y = −(x+ 1)2 − 4

(1) y 軸方向に 3 だけ平行移動したものであり，グ
ラフは右の図のようになる．
軸は y 軸（直線 x = 0）
頂点は点 (0, 3)

◀ y = a(x − p)2 + q におい
て，p = 0の形であるから，y

軸方向にのみ平行移動する．x

y

O
1

2

3

−1

(2) x 軸方向に 2 だけ平行移動したものであり，グ
ラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = 2

頂点は点 (2, 0)

◀ y = a(x − p)2 + q におい
て，q = 0の形であるから，x

軸方向にのみ平行移動する．

x
y

O

−4

2

(3) x 軸方向に −1，y 軸方向に −4 だけ平行移動
したものであり，グラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = −1

頂点は点 (−1, −4)

◀
xy

O

−4

−1 x
y軸
O

−4頂点 (−1, −4)

解答 I3.1.5 ⋆ 問題 p.86

問題文
次の 2次関数のグラフをかき，その軸と頂点を求めよ．

(1) y = 2x2 + 8x+ 3 (2) y = −x2 + 6x− 8

(1) y = 2x2 + 8x+ 3

= 2(x2 + 4x) + 3

= 2{(x+ 2)2 − 22}+ 3

= 2(x+ 2)2 − 8 + 3

= 2(x+ 2)2 − 5

よって，グラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = −2

頂点は点 (−2, −5)

◀ 2でくくり出す．

◀ xの係数の半分を 2乗する．

◀ y = a(x − p)2 + q の形で
あるから，軸や頂点を求める
ことができ，グラフがかける．

x

y

O

3

−2

−5

(2) y = −x2 + 6x− 8

= −(x2 − 6x)− 8

= −{(x− 3)2 − 32} − 8

= −(x− 3)2 + 9− 8

= −(x− 3)2 + 1

よって，グラフは右の図のようになる．
軸は直線 x = 3

頂点は点 (3, 1)

◀ −1でくくり出す．

◀ xの係数の半分を 2乗する．
x

y

O

−8

3

1
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.6 ⋆⋆ 問題 p.87

問題文
放物線 y = x2 − 6x+ 5 を x 軸方向に 2，y 軸方向に −3 だけ平行移動して得られる放
物線の方程式を求めよ．

放物線 y = x2 − 6x+ 5 の x を x− 2，y を y + 3 におき換えると，

y + 3 = (x− 2)2 − 6(x− 2) + 5

よって，求める放物線の方程式は，y = x2 − 10x+ 18

【別解】 y = x2 − 6x+ 5

= (x2 − 6x) + 5

= (x− 3)2 − 9 + 5

= (x− 3)2 − 4

したがって，もとの放物線 y = x2 − 6x + 5

の頂点は点 (3, −4) である．
この頂点を平行移動すると，点 (3+2, −4−3)

すなわち，点 (5, −7)になる．

◀ 平方完成する．

◀ 符号に注意すること．

x

y

O

(3 + 2, −4− 3)

(3, −4)

2

−3

5

よって，求める放物線の方程式は，y = (x− 5)2 − 7

◀ x− 2, y + 3におき換える．

◀ 移項して整理する．

◀ x2 の係数は変わらない．
y = x2 − 10x + 18としても
よい．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.7 ⋆⋆ 問題 p.88

問題文
(1) 放物線 y = x2+4x+1 は放物線 y = x2− 2x− 3 をどのように平行移動したものか．
(2) x 軸方向に −2，y 軸方向に 3 だけ平行移動すると，放物線 y = −2x2 + 5x− 7 に
なるような放物線 C の方程式を求めよ．

(1) y = x2 + 4x + 1 = (x + 2)2 − 3より，頂
点は点 (−2, −3)

y = x2 − 2x− 3 = (x− 1)2 − 4より，頂点は
点 (1, −4)

頂点 (1, −4) が点 (−2, −3) に移されるから，

x 軸方向に −2− 1 = −3

y 軸方向に −3− (−4) = 1

◀ 頂点の座標を求める．

◀ 移動した後の座標から，移
動する前の座標を引くことを
考える．

x

y

O

(1, −4)

(−2, −3)

−3

1
−3

1

だけ平行移動している．
よって，x 軸方向に −3，y 軸方向に 1 だけ平行移動したものである．
(2) 放物線 y = −2x2 + 5x− 7 において，

x 軸方向に 2，y 軸方向に −3

だけ平行移動したものが放物線 C である．
したがって，放物線 y = −2x2 + 5x− 7の x を x− 2, y を y + 3 におき換えて，

y + 3 = −2(x− 2)2 + 5(x− 2)− 7

よって，y = −2x2 + 13x− 28

【別解】 y = −2x2 + 5x− 7 = −2
(
x− 5

4

)2 − 31
8 より，頂点は点

(
5
4 , −

31
8

)
したがって，放物線 C の頂点は点 (54 + 2, −31

8 − 3
)

すなわち，点 (134 , −55
8

)
よって，放物線 C の方程式は，

y = −2

(
x− 13

4

)2

− 55

8
= −2x2 + 13x− 28

◀ 頂点の移動に注目した解法
である．

◀ 平行移動しても，x2 の係数
は変わらない．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.8 ⋆ 問題 p.89

問題文
放物線 y = −x2 + 4x− 5 を，次のように移動した放物線の方程式を求めよ．
(1) x軸に関して対称移動 (2) y 軸に関して対称移動 (3) 原点に関して対称移動

(1) y を −y におき換えて，−y = −x2 + 4x− 5

よって，y = x2 − 4x+ 5

(2) xを −xにおき換えて，y = −(−x)2+4(−x)−5

よって，y = −x2 − 4x− 5

(3) xを−x，yを−yにおき換えて，−y = −(−x)2+
4(−x)− 5

よって，y = x2 + 4x+ 5

【別解】 y = −x2 + 4x − 5 = −(x − 2)2 − 1 より，
頂点は点 (2, −1) で上に凸の放物線である．

x

y

(2, −1)

(−2, 1)

O(−2, −1)

(2, 1)

|||| |
|

◦
◦

(3) (2)

(1)

(1) 点 (2, −1)を x軸に関して対称移動すると，(2, 1)

移動したグラフは下に凸であるから，y = (x− 2)2 + 1

(2) 点 (2, −1)を y 軸に関して対称移動すると，(−2, −1)

移動したグラフは上に凸であるから，y = −(x+ 2)2 − 1

(3) 点 (2, −1)を原点に関して対称移動すると，(−2, 1)

移動したグラフは下に凸であるから，y = (x+ 2)2 + 1

◀ 答えを記すときは，標準形
でも一般形でもよい．

◀ x2 の係数の符号が変わり，
下に凸のグラフとなる．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.9 ⋆⋆⋆ 問題 p.90

問題文
放物線 y = ax2 + bx+ c · · · (i) を x 軸方向に 2，y 軸方向に −3 だけ平行移動し，さら
に y 軸に関して対称移動すると，放物線 y = −x2 + 6x+ 4 · · · (ii) になった．このとき，
定数 a, b, c の値を求めよ．

(ii) を y 軸に関して対称移動した放物線の方程式は，

y = −(−x)2 + 6(−x) + 4

すなわち，y = −x2 − 6x+ 4 · · · (iii)
(iii) を x 軸方向に −2，y 軸方向に 3 だけ平行移動
するから，

y − 3 = − (x+ 2)2 − 6(x+ 2) + 4

すなわち，y = −x2 − 10x− 9

◀ 標準形にして，頂点の移動
に注目して解いてもよい．

x

y

O

(3, 13)(−3, 13)

(−5, 16)

(ii)(iii)

(i)

よって，y = −x2 − 10x− 9が (i)と一致するから，係数を比較すると，

a = −1, b = −10, c = −9

【別解】 (i) のグラフを x 軸方向に 2，y 軸方向に −3 だけ平行移動した放物線の方
程式は，y + 3 = a(x− 2)2 + b(x− 2) + c

したがって，y = ax2 + (b− 4a)x+ (4a− 2b+ c− 3)

y 軸に関して対称移動すると，

y = a(−x)2 + (b− 4a)(−x) + (4a− 2b+ c− 3)

ゆえに，y = ax2 + (4a− b)x+ (4a− 2b+ c− 3)

したがって，y = ax2 + (4a− b)x+ (4a− 2b+ c− 3) が (ii) と一致するから，係数
を比較すると，a = −1, 4a− b = 6, 4a− 2b+ c− 3 = 4

よって，これを解いて，a = −1, b = −10, c = −9

◀ y = ax2 + bx+ c · · · (i) と
係数を比較する．

◀ y = −x2 + 6x + 4 · · · (ii)
と係数を比較する．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.10 ⋆⋆ 問題 p.91

問題文
次の関数のグラフをかけ．
(1) y = |2x+ 3| (2) y = |x2 − 4x+ 3|

(1) (i) 2x+ 3 ≧ 0，すなわち，x ≧ −3
2 のとき

y = 2x+ 3

(ii) 2x+ 3 < 0，すなわち，x < −3
2 のとき

y = −(2x+ 3) = −2x− 3

x

y

O
− 3

2

3

よって，(i)，(ii)より，グラフは右上の図のようになる．
(2) x2 − 4x+ 3 = (x− 3)(x− 1)より，

x2 − 4x+ 3 ≧ 0 のとき，x ≦ 1, 3 ≦ x

x2 − 4x+ 3 < 0 のとき，1 < x < 3

(i) x ≦ 1, x ≧ 3 のとき

y = |x2−4x+3| = x2−4x+3 = (x−2)2−1

(ii) 1 < x < 3 のとき

y = |x2−4x+3| = −(x2−4x+3) = −(x−2)2+1

◀ 絶対値記号内が 0 になる値
を境に場合分けをする．

x

y

O 31

1

−1

3

2

よって，(i)，(ii)より，グラフは右上の図のようになる．

解答 I3.1.11 ⋆⋆⋆ 問題 p.92

問題文
関数 y = |x+ 2|+ |x− 4| のグラフをかけ．

(i) x < −2 のとき

|x+ 2|+ |x− 4| = −(x+ 2)− (x− 4)

= −2x+ 2

(ii) −2 ≦ x < 4 のとき

|x+ 2|+ |x− 4| = (x+ 2)− (x− 4)

= 6

(iii) x ≧ 4 のとき

|x+ 2|+ |x− 4| = (x+ 2) + (x− 4)

= 2x− 2

◀ 定数関数 y = 6 となる．
x

y

−2 4

6

O 1

2

−2

よって，(i)～(iii)より，グラフは右上の図のようになる． ◀ グラフは繋がっている．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答 I3.1.12 ⋆⋆⋆ 問題 p.93

問題文
不等式 |x+ 4|+ |2x− 1| ≦ −2x+ 2 をグラフを利用して解け．

y = |x+ 4|+ |2x− 1| とおく．
(i) x < −4 のとき

y = −(x+ 4)− (2x− 1) = −3x− 3

(ii) −4 ≦ x < 1
2 のとき

y = (x+ 4)− (2x− 1) = −x+ 5

(iii) 1
2 ≦ x のとき

y = (x+ 4) + (2x− 1) = 3x+ 3

したがって，(i)～(iii)より，関数 y = |x+4|+|2x−1|の
グラフは右の図の (ア)となる．一方，関数 y = −2x+2

のグラフは右の図の (イ) となる．右の図より，(ア)
と (イ) のグラフは，x < −4または −4 ≦ x < 1

2 の
範囲で交わる．
（ア）と（イ）のグラフの交点の x 座標は，x < −4の
とき，−3x− 3 = −2x+ 2より，x = −5

−4 ≦ x < 1
2 のとき，−x+5 = −2x+2より，x = −3

よって，不等式 |x+4|+ |2x− 1| ≦ −2x+2 の解は，

−5 ≦≦≦ x ≦≦≦ −3

◀ 2つの関数のグラフをかい
て，グラフの上下関係を利用
して不等式の解を求める．

x

y

O

（ア）

（イ）

5

1

2

−3−5−4 1
2

9
2
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答（節末）I3.1.1 ⋆ 節末 p.94

問題文
関数 f(x) = 3x2 − 2x+ 2 について，f(f(a)) の値を求めよ．

f(x) の式に，x = f(a) = 3a2 − 2a+ 2 を代入して，

f(f(a)) = 3
(
3a2 − 2a+ 2

)2 − 2
(
3a2 − 2a+ 2

)
+ 2

= 27a4 − 36a3 + 42a2 − 20a+ 10

◀ (x+ y + z)2

= x2 + y2 + z2

+ 2xy + 2yz + 2zx
解答（節末）I3.1.2 ⋆⋆ 節末 p.94

問題文
2 つの放物線 y = 3x2 − 18x + 25 と y = ax2 + 8x + b の頂点が一致するように定数
a, b の値を定めよ．

y = 3x2 − 18x+ 25 = 3
(
x2 − 6x

)
+ 25 = 3(x− 3)2 − 2,

y = ax2 + 8x+ b

= a

(
x2 +

8

a
x

)
+ b

= a

(
x+

4

a

)2

− a

(
4

a

)2

+ b

= a

(
x+

4

a

)2

− 16

a
+ b

よって，2 つの放物線の頂点の座標は，それぞれ，

(3, −2),

(
−4

a
, −16

a
+ b

)
与えられた条件より，

3 = −4

a
, −2 = −16

a
+ b

これを解くと，a = −4
3
, b = −14

【別解】放物線 y = 3x2 − 18x+ 25 の頂点は，点 (3, −2)

したがって，2 つの放物線の頂点が一致するための条件は，y = ax2 + 8x + b が
y = a(x− 3)2 − 2 · · · (i) と表されることであるから，(i)を展開すると，

y = ax2 − 6ax+ 9a− 2

これと y = ax2 + 8x+ bの係数を比較すると，8 = −6a, b = 9a− 2

これを解くと，a = −4
3
, b = −14

◀ y = ax2 + 8x+ bは放物線
であるから，a ̸= 0

◀ 連立方程式を解く．
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答（節末）I3.1.3 ⋆⋆ 節末 p.94

問題文
y = ax2 + bx + c で表される放物線が点 (1, −2) に関して放物線 y = −3x2 と点対称
であるとき，定数 a, b, c の値を求めよ．

放物線 y = −3x2 の頂点は点 (0, 0)

この点を点 (1, −2) に関して対称に移動すると，点 (2, −4) となる．
もとのグラフの x2 の係数が −3であるから，移動したグラフは下に凸の放物線であ
り，x2 の係数は 3 である．
したがって，点 (1, −2) に関して放物線 y = −3x2 と点対称である放物線の方
程式は

y = 3(x− 2)2 − 4 = 3x2 − 12x+ 8

よって，a = 3, b = −12, c = 8

◀ 対称に移動した点 (x, y)

は，x+0
2 = 1, y+0

2 = −2よ
り，点 (2, −4) と x座標，y

座標を求めることができる．

解答（節末）I3.1.4 ⋆⋆ 節末 p.94

問題文
放物線 y = x2 − 4x+ 1 を x 軸方向に 3 だけ平行移動し，さらに直線 y = 2 に関して
折り返してできる放物線の方程式を求めよ．

y = x2 − 4x+ 1 = (x− 2)2 − 3

したがって，もとの放物線 y = x2 − 4x+ 1の頂点は点 (2, −3)である．
この頂点を x 軸方向に 3 だけ平行移動すると，点 (5, −3)となる．
さらに，直線 y = 2 に関して折り返すと，頂点は点 (5, 7)となる．
もとのグラフの x2 の係数が 1 であるから，移動したグラフは上に凸の放物線であ
り，x2 の係数は −1 である．
よって，y = −(x− 5)2 + 7

◀ y+(−3)
2 = 2 より，折り返

したグラフの頂点の y 座標は
7である．

y = 2

(5, y)

(5, −3)

(5, 2)

||
||
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解答
3.1

2次関数（解答） 2次関数のグラフ（解答）

解答（節末）I3.1.5 ⋆⋆⋆ 節末 p.94

問題文
次の関数 f(x) の最小値とそのときの x の値を求めよ．

(1) f(x) = |x− 2|+ |x− 4|+ |x− 6| (2) f(x) = |x+ |2x− 10||

(1) x < 2 のとき

f(x) = −(x− 2)− (x− 4)− (x− 6) = −3x+ 12

2 ≦ x < 4 のとき

f(x) = (x− 2)− (x− 4)− (x− 6) = −x+ 8

4 ≦ x < 6 のとき

f(x) = (x− 2) + (x− 4)− (x− 6) = x

6 ≦ x のとき

f(x) = (x− 2) + (x− 4) + (x− 6) = 3x− 12

よって，y = f(x) のグラフは右の図のようになる
から，f(x) は x = 4 で最小値 4 をとる．

◀ x − 2 > 0, x − 4 ≧
0, x− 6 < 0

◀ x − 2 > 0, x − 4 >

0, x− 6 ≧ 0

x

y

O 6

6

4

4

2

12

(2) 2x− 10 ≧ 0，すなわち，x ≧ 5 のとき

f(x) = |x+ 2x− 10| = |3x− 10|

x ≧ 5 より，3x− 10 > 0 であるから，f(x) = 3x− 10

2x− 10 < 0，すなわち，x < 5 のとき

f(x) = |x− (2x− 10)| = |10− x|

x < 5より，10− x > 0 であるから，f(x) = −x+ 10

よって，y = f(x) のグラフは右の図のようになるから，
f(x) は x = 5 で最小値 5 をとる．

x

y

O

10

5

5

◀ x − 2 < 0, x − 4 <

0, x− 6 < 0

◀ x − 2 ≧ 0, x − 4 <

0, x− 6 < 0

◀ 先に，2x − 10 の絶対
値記号を外し，2x − 10 ≧
0, 2x− 10 < 0で場合分けを
する．
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

2次関数の最大・最小と決定（解答）
解答 I3.2.1 ⋆ 問題 p.96
問題文
次の 2次関数に最大値，最小値があればそれを求めよ．

(1) y = −3x2 + 6x+ 2 (2) y = 4x2 + 8x− 1

(1) y = −3x2 + 6x+ 2

= −3(x2 − 2x) + 2

= −3{(x− 1)2 − 12}+ 2

= −3(x− 1)2 + 5

よって，x = 1 のとき，最大値 5，最小値はない．

◀ 平方完成する．

x

y

O

5

1

2

最大

(2) y = 4x2 + 8x− 1

= 4(x2 + 2x)− 1

= 4{(x+ 1)2 − 12} − 1

= 4(x+ 1)2 − 5

よって，x = −1 のとき，最小値 −5，最大値はない．

◀ 平方完成する．
x

y

O

−5

−1

最小

解答 I3.2.2 ⋆⋆ 問題 p.97
問題文
次の定義域における 2次関数 y = −x2 + 4x+ 1の最大値，最小値を求めよ．

(1) 0 ≦ x < 2 (2) 1 < x ≦ 4

y = −x2 + 4x+ 1 = −{(x− 2)2 − 4}+ 1 = −(x− 2)2 + 5

(1) x = 0 のとき，y = 1，x = 2 のとき，y = 5

したがって，0 ≦ x < 2 のとき，グラフは右の図のように
なる．
よって，x = 0のとき，最小値 1，最大値はない． ◀ 0 ≦ x < 2より，x = 2は

定義域に含まれないので，最
大値はない．

x

y

最小

2

5

1

O

(2) x = 1 のとき，y = 4，x = 4 のとき，y = 1

したがって，1 < x ≦ 4 のとき，グラフは右の図のように
なる．
よって，x = 2のとき，最大値 5，x = 4のとき，最小値 1

x

y

1

4

最大

4

最小

2

5

1

O

◀ 平方完成する．

◀ 軸は直線 x = 2，頂点は点
(2, 5)の上に凸の放物線であ
る．
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.3 ⋆⋆⋆ 問題 p.98

問題文
関数 f(x) = ax2 − 4ax + 2b (−1 ≦ x ≦ 2) の最大値が 5，最小値が −1 のとき，定数
a, b の値を求めよ．

f(x) = ax2 − 4ax+ 2b = a(x− 2)2 − 4a+ 2b

(i) a > 0 のとき
y = f(x) のグラフは下に凸の放物線で，−1 ≦ x ≦
2の範囲で f(x)は，x = −1のとき，最大値 5a+2b，
x = 2 のとき，最小値 −4a+ 2b をとる．

したがって，
{

5a+ 2b = 5

−4a+ 2b = −1

ゆえに，a = 2
3 , b =

5
6

これは a > 0 を満たす．

◀ 軸から遠い方の端点である
x = −1のとき，最大となる．

◀ 場合分けの条件を満たすこ
とを確認する．

2−1

最大

最小

(ii) a = 0 のとき
f(x) = 2b で一定の値をとり，最大値 5，最小値 −1 をとることはないから，不適で
ある．
(iii) a < 0 のとき
y = f(x) のグラフは上に凸の放物線で，−1 ≦ x ≦
2の範囲で f(x)は，x = 2のとき，最大値 −4a+2b，
x = −1 のとき，最小値 5a+ 2b をとる．

したがって，
{

−4a+ 2b = 5

5a+ 2b = −1

ゆえに，a = −2
3 , b =

7
6

これは a < 0 を満たす．

◀ 軸から遠い方の端点である
x = −1のとき，最小となる．

2−1

最大

最小

よって，(i)～(iii) より，求める a, b の値は，(a, b) =
(
2
3
, 5

6

)
,
(
−2

3
, 7

6

)
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.4 ⋆⋆⋆ 問題 p.99

問題文
(1) a > 0 とする．関数 f(x) = x2 − 4x+ 6 (0 ≦ x ≦ a) について，f(x)の最小値を求
めよ．
(2) a > 0 とする．関数 f(x) = −x2 + 6x− 8 (0 ≦ x ≦ a) について，f(x) の最小値を
求めよ．

(1) f(x) = x2 − 4x+ 6 = (x− 2)2 + 2 y = f(x)のグラフは下に凸の放物
線で，軸は直線 x = 2

(i) 0 < a < 2 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a のとき最小となり，最小値 f(a) = a2 − 4a+ 6

◀ 定義域 0 ≦ x ≦ aに軸が含
まれるとき，最小となる点は
頂点となるので，軸を含むか
否かで場合分けをする．

x

y

4

6

O a 2

2
最小

(ii) 2 ≦ a のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 2 のとき最小となり，最小値 f(2) = 2

x

y

4

6

O a2

2 最小
よって，(i)，(ii)より，®

0 < a < 2 のとき， x = a で最小値 a2 − 4a+ 6

2 ≦≦≦ a のとき， x = 2 で最小値 2

(2) f(x) = −x2 + 6x− 8 = −(x− 3)2 + 1 y = f(x) のグラフは上に凸の
放物線で，軸は直線 x = 3．

(i) 0 < a < 6 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 0 のとき最小となり，最小値 f(0) = −8 ◀ x = 0 の方が軸から遠いの

で，x = 0 で最小となる．

x
y

3

1 6

−8
最小

(ii) a = 6 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 0, 6 のとき最小となり，最小値 f(0) = f(6) = −8

◀ 定義域の両端における y 座
標が等しくなる．

x
y

3

1 6

−8
最小 最小

(iii) 6 < a のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a のとき最小となり，最小値 f(a) = −a2 +6a− 8 ◀ x = a の方が軸から遠いの

で，x = a で最小となる．

x
y

3

1 6

−8

a

最小
よって，(i)～(iii)より，

0 < a < 6 のとき， x = 0 で最小値 − 8

a = 6 のとき， x = 0, 6 で最小値 − 8

6 < a のとき， x = a で最小値 − a2 + 6a− 8
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.5 ⋆⋆⋆ 問題 p.100

問題文
(1) 関数 f(x) = x2 − 2ax+ 3 (0 ≦ x ≦ 3) について，f(x)の最大値を求めよ．
(2) 関数 f(x) = x2 − 2ax+ 5 (1 ≦ x ≦ 4) について，f(x)の最小値を求めよ．

(1) y = x2 − 2ax+ 3 = (x− a)2 − a2 + 3

y = f(x)のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線 x = a

(i) a < 3
2 のとき

グラフは右の図のようになる．
x = 3 のとき最大となり，最大値 f(3) = −6a+12

◀ 軸が定義域の中央である
x = 3

2 より左側にあるとき，
右側にあるときで場合分けを
する．

a 0 3
2

3

最大

(ii) a = 3
2 のとき

グラフは右の図のようになる．
x = 0, 3のとき最大となり，最大値 f(0) = f(3) = 3

a = 3

2

0 3

最大最大

(iii) 3
2 < a のとき

グラフは右の図のようになる．
x = 0 のとき最大となり，最大値 f(0) = 3 ◀ x = 0の方が軸から遠いの

で，x = 0で最大となる．a0 33
2

最大

よって，(i)～(iii)より，
a < 3

2
のとき， x = 3 で最大値 − 6a+ 12

a = 3
2
のとき， x = 0, 3 で最大値3

3
2
< a のとき， x = 0 で最大値3

(2) y = x2 − 2ax+ 5 = (x− a)2 − a2 + 5

y = f(x)のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線 x = a

(i) a < 1 のとき
グラフは右の図のようになり，軸は定義域より左側にある．
x = 1 のとき最小となり，最小値 f(1) = −2a+ 6

a 1 4

最小

(ii) 1 ≦ a ≦ 4 のとき
グラフは右の図のようになり，軸は定義域内にある．
x = a のとき最小となり，最小値 f(a) = −a2 + 5 ◀ 頂点で最小値をとる．

a1 4
最小

(iii) 4 < a のとき
グラフは右の図のようになり，軸は定義域より右側にある．
x = 4 のとき最小となり，最小値 f(4) = −8a+ 21

a1 4

最小

よって，(i)～(iii)より，
a < 1 のとき， x = 1 で最小値 − 2a+ 6

1 ≦≦≦ a ≦≦≦ 4 のとき， x = a で最小値− a2 + 5

4 < a のとき， x = 4 で最小値− 8a+ 21
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.6 ⋆⋆⋆ 問題 p.101

問題文
(1) 関数 f(x) = x2 − 2x+ 3 (a ≦ x ≦ a+ 2) について，f(x)の最小値を求めよ．
(2) 関数 f(x) = x2 − 4x+ 5 (a ≦ x ≦ a+ 2) について，f(x)の最大値を求めよ．

(1) f(x) = x2 − 2x+ 3 = (x− 1)2 + 2

y = f(x) のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線 x = 1

(i) a+ 2 < 1 ，すなわち，a < −1 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a+2で最小となり，最小値 f(a+2) = a2+2a+3

◀ 軸が定義域の左側にあると
き，区間内にあるとき，右側
にあるときで場合分けをする．

1

a + 1

aa + 2

(ii) a ≦ 1 ≦ a+ 2 ，すなわち，−1 ≦ a ≦ 1 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 1 で最小となり，最小値 f(1) = 2

1

a + 1

a a + 2

(iii) 1 < a のとき
グラフは右の図のようになる．
x = aで最小となり，最小値 f(a) = a2 − 2a+ 3

1

a + 1

a a + 2

よって，(i)～(iii)より，
a < −1 のとき， x = a+ 2 で最小値a2 + 2a+ 3

−1 ≦≦≦ a ≦≦≦ 1 のとき， x = 1 で最小値2

1 < a のとき， x = a で最小値a2 − 2a+ 3

(2) f(x) = x2 − 4x+ 5 = (x− 2)2 + 1

y = f(x) のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線 x = 2

(i) a+ 1 < 2 ，すなわち，a < 1 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a で最大となり，最大値 f(a) = a2 − 4a+ 5 ◀ x = a の方が軸から遠いの

で，x = a で最大となる．1

a + 1

a a + 2

(ii) a+ 1 = 2 ，すなわち，a = 1 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = 1, 3 で最大となり，最大値 f(1) = f(3) = 2

1a

a + 1

a + 2

(iii) 2 < a+ 1 ，すなわち，a > 1 のとき
グラフは右の図のようになる．
x = a+ 2で最大となり，最大値 f(a+ 2) = a2 + 1 ◀ x = a + 2 の方が軸から遠

いので，x = a + 2 で最大と
なる．

1

a + 1

a a + 2

よって，(i)～(iii)より，
a < 1 のとき， x = a で最大値a2 − 4a+ 5

a = 1 のとき， x = 1, 3 で最大値2

a > 1 のとき， x = a+ 2 で最大値a2 + 1
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.7 ⋆⋆⋆ 問題 p.102

問題文
xの 2次関数 y = −x2 + 4ax− 5a2 + 3a+ 6の最大値をM とする．このとき，次の問
いに答えよ．ただし，aは定数とする．
(1) 最大値M を aを用いて表せ．
(2) aの値が −2 ≦ a ≦ 3で変化するとき，M の最小値を求めよ．

(1) y =− x2 + 4ax− 5a2 + 3a+ 6

=−
{
(x− 2a)2 − (2a)2

}
− 5a2 + 3a+ 6

=− (x− 2a)2 − a2 + 3a+ 6

グラフは右の図のようになる．
よって，y は x = 2aで最大値M = −a2+3a+6

◀ 平方完成する．

◀ M は a の 2 次式で表され
る．

最大
(2a, −a2 + 3a+ 6)

(2) M = −a2 + 3a+ 6

= −
(
a2 − 3a

)
+ 6

= −
®(

a− 3

2

)2

−
(
3

2

)2
´
+ 6

= −
(
a− 3

2

)2

+
33

4
グラフは右の図のようになる．
よって，−2 ≦ a ≦ 3 の範囲において，a の関数 M

は，a = −2で最小値 −4

a

M

O 3
2

33
4

3

6

−2

−4

解答 I3.2.8 ⋆⋆⋆ 問題 p.103

問題文
関数 y =

(
x2 − 4x

)2
+ 6

(
x2 − 4x

) について，次の問いに答えよ．
(1) t = x2 − 4xとおいて，tのとりうる値の範囲を求めよ．
(2) y を tの式で表し，y の最小値と，そのときの xの値を求めよ．

(1) t = x2 − 4x

= (x− 2)2 − 4

グラフは右の図のようになる．
よって，tのとりうる値の範囲は，t ≧≧≧ −4

◀ tは xについての 2次関数
となるので，x軸，y軸ではな
く，x軸，t軸であることに注
意すること．

x

t

O
2

−4

(2) t = x2 − 4x とおくと，

y = t2 + 6t = (t+ 3)2 − 9 · · · (i)

(1)より，t ≧ −4 であるから，この範囲で，(i)のグラフ
をかくと，右の図のようになる．
したがって，t = −3 のとき，y は最小値 −9 をとる．
また，t = −3 のとき，x2 − 4x = −3

ゆえに，x = 1, 3

よって，x = 1, 3 のとき，最小値 −9

◀ (1) で求めた t の値の範囲
を忘れないようにする．また，
x軸ではなく，t軸であること
に注意すること．

t

y

O
−3

−9

−4

−8
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.9 ⋆⋆⋆ 問題 p.104

問題文
x+ 3y = 6を満たすとき，次の問いに答えよ．
(1) x2 + y2 の最小値を求めよ．
(2) x ≧ 0, y ≧ 0のとき，x2 + y2 の最大値を求めよ．

(1) x+ 3y = 6 より，y = 2− x
3 · · · (i)

したがって，

x2 + y2 = x2 +
(
2− x

3

)2
= x2 +

(
4− 4x

3
+
x2

9

)
=

10

9
x2 − 4

3
x+ 4

=
10

9

(
x− 3

5

)2

+
18

5
· · · (ii)

ゆえに，x = 3
5 で最小値 18

5

このとき，(i)より，y = 2− 3
5 ÷ 3 = 9

5

よって，x = 3
5 , y = 9

5 のとき，最小値 18
5

(2) y ≧ 0 であるから，(i) より，2− x
3 ≧ 0

x ≧ 0 との共通範囲は，0 ≦ x ≦ 6 · · · (iii)

◀ y を代入して，文字を消去
する．なお，x = 6− 3y とし
て，xを代入して，文字を消去
してもよい．

x

x2 + y2

O 3
5

18
5

6

36 最大

4

(ii)より，(iii) において，x2 + y2 は x = 6 で最大値 36

このとき，(i) より，y = 2− 6
3 = 0

よって，x = 6, y = 0 のとき，最大値 36

解答 I3.2.10 ⋆⋆ 問題 p.105

問題文
直角を挟む 2 辺の長さの和が 10 である直角三角形において，斜辺の長さが最小となる
直角三角形を求め，その斜辺の長さを求めよ．

直角を挟む 2 辺のうち一方の辺の長さを x とすると，他方の辺の長さは 10− x で
ある．
また，x > 0，10− x > 0 であるから，0 < x < 10

斜辺の長さを l とすると，

l2 = x2 + (10− x)2 = 2x2 − 20x+ 100 = 2
(
x2 − 10x

)
+ 100 = 2(x− 5)2 + 50

0 < x < 10において，l2 は x = 5 で最小値 50 をとる．
このとき，他方の辺の長さは 10− 5 = 5

ここで，l > 0であるから，l2 が最小となるとき，l も最小となる．
よって，求める直角三角形は，直角を挟む 2 辺の長さがともに 5 の直角二等辺三
角形で，斜辺の長さは，

√
50 = 5

√
2

◀

x

5

50

10

100

y

O
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.11 ⋆⋆ 問題 p.106

問題文
次の条件を満たすような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) 頂点が点 (−2, 3) で，点 (1, 6) を通る．
(2) 軸が直線 x = 2 で，2 点 (0, −4), (3, 5) を通る．

(1) 頂点が点 (−2, 3) であるから，求める 2 次関数は，

y = a(x+ 2)2 + 3

と表される．
この関数のグラフが点 (1, 6) を通るから，

6 = a(1 + 2)2 + 3

したがって，a = 1
3

よって，求める 2次関数は，y = 1
3
(x+ 2)2 + 3

(2) 軸が直線 x = 2 であるから，求める 2 次関数は，

y = a(x− 2)2 + q

と表される．
この関数のグラフが 2 点 (0, −4), (3, 5) を通るから，

−4 = a(0− 2)2 + q, 5 = a(3− 2)2 + q

したがって，4a+ q = −4, a+ q = 5

これを解いて，a = −3, q = 8

よって，求める 2次関数は，y = −3(x− 2)2 + 8

◀ 頂点が与えられているので，
標準形を用いる．

◀ y = a(x + 2)2 + 3 に，
x = 1, y = 6を代入する．

◀ 軸が与えられているので，
標準形を用いる．

◀ x = 0, y = −4 と x =

3, y = 5 を，それぞれ
y = a(x − 2)2 + q に代入す
る．
◀ 連立方程式を解く．
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.12 ⋆⋆ 問題 p.107

問題文
次の 3点を通るような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) (1, 7), (3, 7), (−2, −8) (2) (−1, 0), (4, 0), (2, −12)

(1) 求める 2 次関数を y = ax2 + bx+ c とする．
この関数のグラフが 3点 (1, 7)，(3, 7)，(−2, −8)を通るから，

7 = a+ b+ c · · · (i)
7 = 9a+ 3b+ c · · · (ii)
−8 = 4a− 2b+ c · · · (iii)

(ii)− (i) より，0 = 8a+ 2b，すなわち，4a+ b = 0 · · · (iv)
(ii)− (iii) より，15 = 5a+ 5b，すなわち，a+ b = 3 · · · (v)
(iv)，(v)を解いて，a = −1, b = 4

したがって，これを (i)に代入すると，c = 4

よって，求める 2 次関数は，y = −x2 + 4x+ 4

(2) x 軸との共有点の座標が (−1, 0), (4, 0) であるから，求める 2 次関数は，

y = a(x+ 1)(x− 4)

と表される．
この関数のグラフが点 (2, −12) を通るから，

−12 = a(2 + 1)(2− 4)

したがって，a = 2

よって，求める 2 次関数は，y = 2(x+ 1)(x− 4)

◀ y = ax2 + bx + c に
(i) は x = 1, y = 7，(ii)
は x = 3, y = 7，(iii) は
x = −2, y = −8をそれぞれ
代入している．

◀ cを消去して，a, bについ
ての連立方程式 (iv), (v) を
解く．

◀ y = 2x2 − 6x − 8 でもよ
い．
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答 I3.2.13 ⋆⋆⋆ 問題 p.108

問題文
次の条件を満たすような放物線をグラフとする 2次関数を求めよ．
(1) 頂点が x 軸上にあり，2 点 (1, 4), (−3, 36) を通る．
(2) 放物線 y = 3x2 を平行移動したもので，点 (2, 9) を通り，頂点が直線 y = 2x − 3

上にある．

(1) 頂点が x 軸上にあるから，求める 2 次関数は，y = a(x− p)2 と表される．
このグラフが 2 点 (1, 4), (−3, 36) を通るから，

a(1− p)2 = 4 · · · (i), a(p+ 3)2 = 36 · · · (ii)

(i)×9 と (ii)より，9a(1− p)2 = a(p+ 3)2

a ̸= 0 であるから，9(1− p)2 = (p+ 3)2

したがって，p2 − 3p = 0

この方程式を解いて，p = 0, 3

(i)より，p = 0 のとき a = 4, p = 3 のとき a = 1

よって，求める 2次関数は，y = 4x2, y = (x− 3)2

(2) 放物線 y = 3x2 を平行移動したもので，頂点が直線 y = 2x− 3 上にあるから，
頂点の座標を (p, 2p−3) とすると，求める 2次関数は，y = 3(x−p)2+2p−3 · · · (i)
と表される．
この関数のグラフが点 (2, 9) を通るから，3(2− p)2 + 2p− 3 = 9

したがって，3(4− 4p+ p2) + 2p− 3 = 9

ゆえに，p(3p− 10) = 0

これを解いて，p = 0, p = 10
3

(i)より，p = 0 のとき，y = 3(x− 0)2 + 2 · 0− 3 = 3x2 − 3

また，p = 10
3 のとき，y = 3

(
x− 10

3

)2
+ 2 · 10

3 − 3 = 3
(
x− 10

3

)2
+ 11

3

よって，求める 2 次関数は，y = 3x2 − 3, y = 3
(
x− 10

3

)2
+ 11

3

◀ 求める 2 次関数は y =

a(x− p)2 + q と表される．頂
点が x 軸上にあることから，
q = 0とする．

◀ 頂点 (p, q) が直線 y =

2x − 3 上にある．よって，
q = 2p− 3から，頂点の座標
を (p, 2p − 3) とすることが
できる．
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答（節末）I3.2.1 ⋆⋆ 節末 p.109

問題文
関数 y = x2 − 6x+ k+3 (−1 ≦ x ≦ 3) の最大値と最小値の和が 0 であるとき，定数 k

の値とそのときの最大値，最小値を求めよ．

y = x2 − 6x+ k + 3 = (x− 3)2 + k − 6

したがって，グラフは右の図のようになる．
グラフより，x = −1 のとき，最大値 k+10，x = 3

のとき，最小値 k − 6をとる．
最大値と最小値の和が 0 であるから，

(k + 10) + (k − 6) = 0

◀ 平方完成する．

x

y

O 1

−1

8

3

−8

よって，k = −2

また，x = −1 のとき，最大値 8，x = 3 のとき，最小値 −8
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答（節末）I3.2.2 ⋆⋆⋆⋆ 節末 p.109

問題文
2 次関数 y = −2x2 + 8x について，次の問いに答えよ．
(1) この関数のグラフの頂点，x 軸の共有点，y 軸の共有点の座標を求め，グラフをかけ．
(2) a ≦ x ≦ a+ 1 における関数の最大値が 6 であるような定数 a の値を求めよ．

(1) f(x) = −2x2 + 8xとすると，

f(x) = −2x2 + 8x = −2(x2 − 4x) = −2(x− 2)2 + 8

したがって，y = f(x)のグラフの頂点の座標は，(2, 8)

f(x) = 0 とすると，−2x2 + 8x = 0

ゆえに，−2x(x− 4) = 0より，x = 0, 4

したがって，y = f(x) と x 軸の共有点の座標は，
(0, 0), (4, 0)

また，f(0) = 0より，y軸の共有点の座標は，(0, 0)

よって，y = f(x)のグラフは右の図のようになる．

x

y

2

8

4
O

(2) y = f(x) の最大値が 6 であるから，a ≦ x ≦ a+ 1 に軸である直線 x = 2 は含
まれない．

(i) a+ 1 < 2，すなわち a < 1 のとき

f(x) は x = a+ 3 のとき最大となるから，

f(a+1) = −2(a+1)2+8(a+1) = −2a2+4a+6

したがって，f(a+1) = 6より，−2a2+4a+6 = 6

ゆえに，−2a(a− 2) = 0であるから，a = 0, 2

したがって，a < 1より，a = 0

x

y

2

8

4
O

a a + 1

(ii) 2 ≦ aのとき

f(x) は x = a のとき最大となるから，

f(a) = −2a2 + 8a

したがって，f(a) = 6より，−2a2 + 8a = 6

ゆえに，(a− 1)(a− 3) = 0であるから，a = 1, 3

したがって，2 ≦ aより，a = 3

x

y

2

8

4
O

a a + 1

◀ 軸が a ≦ x ≦ a + 1 より，
右側にあるときを考える．

◀ 軸が a ≦ x ≦ a + 1 より，
左側にあるときを考える．

よって，(i)，(ii)より，求める aの値は，a = 0, 3

◀ a ≦ x ≦ a + 1に軸が含ま
れる場合は，最大値が 8とな
り不適である．
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答（節末）I3.2.3 ⋆⋆ 節末 p.109

問題文

a を定数として，関数 y =
(
x2 − 4x

)2
+2a

(
x2 − 4x

)
+ a+2 の最小値を m とする．こ

のとき，次の問いに答えよ．
(1) m を a の式で表せ． (2) m を最大にする a の値を求めよ．

(1)
y =

(
x2 − 4x

)2
+ 2a

(
x2 − 4x

)
+ a+ 2

t = x2 − 4x とおくと，t = (x− 2)2 − 4より，t ≧ −4

したがって,

y = t2 + 2at+ a+ 2

= (t+ a)2 − a2 + a+ 2 (t ≧ −4)

◀ グラフより，t のとりうる
値の範囲は t ≧ −4

x

t

O
42

−4

(i) −a < −4 ，すなわち，a > 4 のとき
y は t = −4 のとき，最小値をとる．
したがって，m = (−4)2 + 2a · (−4) + a+ 2 = −7a+ 18

(ii) −a ≧ −4，すなわち，a ≦ 4 のとき
y は t = −a のとき，最小値をとる．
したがって，m = −a2 + a+ 2

◀

◀

よって，(i)，(ii) より，

m =

{
−7a + 18 (a > 4)

−a2 + a + 2 (a ≦ 4)

(2) a > 4 のとき

m = −7a+ 18

a ≦ 4 のとき

m = −a2 + a+ 2 = −
(
a− 1

2

)2

+
9

4

よって，グラフは右の図のようになり，m は a = 1
2

のとき，最大値 9
4

◀ y の最小値の最大値が 9
4 で

ある．

a

m

O
4

−10

1
2

9
4

25

最小

t

y

O

7
−4

−5

最小

t

y

O
11

−4 最小
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答（節末）I3.2.4 ⋆⋆⋆ 節末 p.109

問題文
放物線 y = ax2 + bx+ c は，頂点の座標が (3, 7) で，点 (6, −5) を通る．このとき，定
数 a, b, c の値を求めよ．

頂点が点 (3, 7) であるから，求める放物線は，

y = a(x− 3)2 + 7

と表される．
この放物線が，点 (6, −5) を通るから，

−5 = a(6− 3)2 + 7

したがって a = −4
3

このとき，y = −4
3(x− 3)2 + 7 = −4

3x
2 + 8x− 5

これが，y = ax2 + bx+ c と一致するので，b = 8, c = −5

よって，a = −4
3
, b = 8, c = −5

◀ 問題文で y = ax2 + bx+ c

と与えられていても，y =

a(x− p)2 + qなどの形に設定
し直した方が計算が楽になる
こともある．

◀ 係数を比較する．

解答（節末）I3.2.5 ⋆⋆⋆ 節末 p.109

問題文
a > 0, b > 0, a+ b = 1 のとき，a3 + b3 の最小値を求めよ．

a+ b = 1から，b = 1− a · · · (i)
b > 0であるから，1− a > 0

したがって，a < 1

a > 0との共通範囲は，0 < a < 1 · · · (ii)
a3 + b3 = tとすると，

t = a3+(1−a)3 = 3a2−3a+1 = 3

(
a− 1

2

)2

+
1

4

(ii) において，t は a = 1
2 のとき，最小値 1

4

a = 1
2 のとき，(i) から b = 1

2

◀ aの値の範囲を求めてから，
最小値を考えるように注意す
ること．

◀ bを代入して，文字を消去
する．

x

y

O 1

1

1
2

1
4 最小

よって，a = 1
2 , b =

1
2 のとき，最小値 1

4
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解答
3.2

2次関数（解答） 2次関数の最大・最小と決定（解答）

解答（節末）I3.2.6 ⋆⋆⋆ 節末 p.109

問題文
2 次関数 f(x) = ax2 + bx+ c が，f(−2) = f(4) = 0 を満たし，その最大値が 9 である
とき，定数 a, b, c の値を求めよ．

f(−2) = f(4) = 0 であるから，放物線 y = f(x) の軸は，2点 (−2, 0), (4, 0) を
結ぶ線分の中点 (1, 0) を通る．
したがって，f(x)は x = 1で最大値 9をとり，f(x)は f(x) = a(x−1)2+9 (a < 0)

と表される．
f(−2) = 0 から，9a+ 9 = 0

ゆえに，a = −1

これは，a < 0 を満たす．
したがって，f(x) = −(x− 1)2 + 9

展開すると，f(x) = −x2 + 2x+ 8 である．
よって，a = −1, b = 2, c = 8 となる．
【別解】 f(−2) = f(4) = 0 であるから，f(x) = a(x+ 2)(x− 4) と表される．
展開すると，a(x + 2)(x − 4) = a(x2 − 2x − 8) = a(x − 1)2 − 9a であるから，
f(x) = a(x− 1)2 − 9a

最大値が 9 であるから，a < 0 かつ −9a = 9

したがって，a = −1

これは a < 0 を満たす．
ゆえに，f(x) = −(x+ 2)(x− 4) = −x2 + 2x+ 8

よって，a = −1, b = 2, c = 8

◀ グラフは軸 x = 1に関して
対称である．

◀ x 軸との交点が 2 つ与え
られたときは，y = a(x −
α)(x − β)を用いて考えると
よい．

x

y

O
−2 1 4||||
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

2次方程式と 2次不等式（解答）
解答 I3.3.1 ⋆ 問題 p.112

問題文
次の 2次方程式を解け．
(1) 4x2 − 7x+ 2 = 0 (2) x2 − 8x− 5 = 0

(3) 16x2 + 8x+ 1 = 0 (4) 6x2 − 11x+ 3 = 0

(1) 解の公式より，

x =
−(−7)±

√
(−7)2 − 4 · 4 · 2
2 · 4

=
7±

√
49− 32

8
=

7 ±
√
17

8

(2) 解の公式より，

x =
−(−4)±

√
(−4)2 − 1 · (−5)

1
= 4±

√
16 + 5 = 4±

√
21

(3) 左辺を因数分解すると，(4x+ 1)2 = 0

よって，4x+ 1 = 0より，x = −1
4

【別解】
x =

−8±
√
82 − 4 · 16
32

=
−8±

√
64− 64

32
=

−8± 0

32
= −

1

4

(4) 左辺を因数分解すると，(3x− 1)(2x− 3) = 0

したがって，3x− 1 = 0 または 2x− 3 = 0

よって，x = 1
3
, 3

2

【別解】

x =
−(−11)±

√
(−11)2 − 4 · 6 · 3
2 · 6

=
11±

√
121− 72

12
=

11±
√
49

12
=

11± 7

12

よって，x = 1
3
, 3

2

◀ a = 4, b = −7, c = 2 と
して，

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

に代入する．

◀ xの係数が偶数であるから，

x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

◀ 解の公式を用いてもよい．

◀ たすき掛けを用いる．
3

2

−1

−3

−2

−9

−11
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.2 ⋆⋆ 問題 p.113

問題文
次の 2次方程式を解け．
(1) −0.25x2 + 2x− 1 = 0 (2)

√
3x2 − 12x+ 12

√
3 = 0

(3) (x+ 1)2 − 6(x+ 1) + 5 = 0

(1) 両辺に −4 を掛けると，x2 − 8x+ 4 = 0

よって，
x =

−(−4)±
√

(−4)2 − 1 · 4
1

= 4± 2
√
3

(2) 両辺に
√
3 を掛けると，3x2 − 12

√
3x+ 36 = 0

したがって，x2 − 4
√
3x+ 12 = 0

左辺を因数分解すると，(x− 2
√
3)2 = 0

よって，x = 2
√
3

【別解】両辺に
√
3 を掛けると，3x2 − 12

√
3x+ 36 = 0

したがって，x2 − 4
√
3x+ 12 = 0

よって，

x =
−(−2

√
3)±

»
(−2

√
3)2 − 1 · 12

1
= 2

√
3

(3) X = x+ 1とおくと，X2 − 6X + 5 = 0

したがって，(X − 5)(X − 1) = 0

ゆえに，X = 5, 1

すなわち，x+ 1 = 5, 1

よって，x = 4, 0

【別解】 (x+ 1)2 − 6(x+ 1) + 5 = 0より，{(x+ 1)− 5}{(x+ 1)− 1} = 0

したがって，(x− 4) · x = 0

よって，x = 4, 0

◀ x2 の係数が正となるよう
に，−4を掛ける．

◀ xの係数が偶数であるから，

x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

◀ x2 の係数が有理数となる
ように，

√
3を掛ける．

◀ (2
√
3)2 = 12

◀ xの係数が偶数であるから，

x =
−b′ ±

√
b′2 − ac

a

◀ 共通する部分を 1つのまと
まりと見る．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.3 ⋆⋆⋆ 問題 p.114

問題文
次の方程式を解け．ただし，aは定数とする．
(1) ax2 + (a+ 3)x+ 3 = 0 (2) (a2 − 2a)x2 = a− 2

(1) (i) a = 0 のとき
方程式は，3x+ 3 = 0 より，x = −1

(ii) a ̸= 0 のとき
ax2 + (a+ 3)x+ 3 = 0より，(x+ 1)(ax+ 3) = 0

したがって，x = −1, − 3
a

◀ a = 0のとき，x2 の項がな
くなるので，xの 1次方程式
になる．

◀ たすき掛けを用いる．

よって，(i)，(ii)より，求める解は，{
a = 0 のとき， x = −1

a ̸= 0 のとき， x = −1, − 3
a

(2) (i) a = 0 のとき
方程式は，0 · x2 = 0− 2

これを満たす xは存在しないので，解なし
(ii) a = 2 のとき
方程式は，0 · x2 = 0

これは，xの値に関わらず成り立つ．
したがって，解はすべての実数
(iii) a ̸= 0, 2 のとき
a2 − 2a ̸= 0 から，両辺を a2 − 2a で割ると，x2 = 1

a

（ア）a > 0 のとき，x = ±
»

1
a = ± 1√

a
= ±

√
a
a

（イ）a < 0 のとき，解なし

◀ x2 = a−2
a(a−2) = 1

a

◀ x2 = 1
a を解く．

よって，(i)～(iii)より，求める解は，
a ≦≦≦ 0 のとき， 解なし
a = 2 のとき， 解はすべての実数
0 < a < 2, 2 < a のとき， x = ± 1√

a

1

a

1

3

a

3

a+ 3
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.4 ⋆⋆ 問題 p.115

問題文
(1) 2 次方程式 x2 + ax+ b = 0 の 2 つの解が 4 と −5 であるとき，定数 a，b の値を
求めよ．
(2) 2 次方程式 x2 + ax− 8 = 0 の解の 1 つが x = a のとき，定数 a の値を求めよ．ま
た，そのときの他の解を求めよ．

(1) x2 + ax+ b = 0 の 2 つの解が 4 と −5 であるから，x = 4 と x = −5 をそれ
ぞれ代入して， ®

42 + a · 4 + b = 0

(−5)2 + a · (−5) + b = 0

すなわち，
{

4a+ b = −16 · · · (i)
−5a+ b = −25 · · · (ii)

よって，(i)，(ii) を解いて，a = 1, b = −20

【別解】 2 つの解が 4 と −5 より，もとの 2 次方程式は，(x− 4)(x+ 5) = 0

したがって，x2 + x− 20 = 0

よって，x2 + ax+ b = 0 と係数を比較すると，a = 1, b = −20

(2) x = a が x2 + ax− 8 = 0 の解であるから，a2 + a · a− 8 = 0

すなわち，2a2 = 8 より，a = ±2

(i) a = 2 のとき
方程式は，x2 + 2x− 8 = 0

したがって，(x− 2)(x+ 4) = 0

ゆえに，x = 2, −4

したがって，他の解は，x = −4

(ii) a = −2 のとき
方程式は，x2 − 2x− 8 = 0

したがって，(x− 4)(x+ 2) = 0

ゆえに，x = 4, −2

したがって，他の解は，x = 4

よって，(i)，（ii）より，

a = 2 のとき， 他の解は，x = −4

a = −2 のとき， 他の解は，x = 4

◀ 数学 IIで学習する，解と係
数の関係を用いても求められ
る．

◀ α, β を解にもつ 2 次方程
式は，a(x − α)(x − β) = 0

と表される．与えられた方程
式の x2 の係数が 1 であるこ
とから，a = 1である．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.5 ⋆ 問題 p.116

問題文
次の 2 次方程式の実数解の個数を調べよ．
(1) x2 − 4x+ 1 = 0 (2) 4x2 + 2x+ 3 = 0

(3) 2x2 − 6 = 0 (4) 16x2 − 8x+ 1 = 0

(1) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (−4)2 − 4 · 1 · 1 = 12

D > 0であるから，実数解の個数は，2 個
【別解】与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，D

4 = (−2)2 − 1 · 1 = 3

D > 0であるから，実数解の個数は，2 個

(2) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (2)2 − 4 · 4 · 3 = −44

D < 0であるから，実数解の個数は，0 個

(3) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = 02 − 4 · 2 · (−6) = 48

D > 0であるから，実数解の個数は，2 個

(4) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (−8)2 − 4 · 16 · 1 = 64− 64 = 0

D = 0であるから，実数解の個数は，1 個
【別解】与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，D

4 = (−4)2 − 16 · 1 = 0

D = 0であるから，実数解の個数は，1 個

◀ ax2 + bx+ c = 0において
b = 2b′（xの係数が 2の倍数）
のとき，D

4 = b′2 − acを用い
てもよい．

◀ 2x2 + 0 · x− 6 = 0

◀ 16x2 − 8x+ 1

=(4x− 1)2
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.6 ⋆⋆ 問題 p.117
問題文
次の問いに答えよ．ただし，k を定数とする．
(1) xについての 2 次方程式 x2 + 2kx+ 3k+ 10 = 0 が重解をもつような k の値を定め
よ．また，そのときの解を求めよ．
(2) xについての 2次方程式 x2 − 2kx+ k2 + 4k − 8 = 0の実数解の個数を調べよ．

(1) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (2k)2 − 4 · 1 · (3k + 10) = 4k2 − 12k − 40 = 4(k2 − 3k − 10)

2次方程式が重解をもつから，D = 0

したがって，k = 5, −2

また，重解は，x = − 2k
2·1 = −k

よって，
k = 5 のとき， 解は，x = −5

k = −2 のとき， 解は，x = 2

(2) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (−2k)2 − 4 · 1 · (k2 + 4k − 8) = −16k + 32

よって，実数解の個数は，k の値によって次のようになる．

D > 0 ，すなわち， k < 2 のとき， 2 個
D = 0 ，すなわち， k = 2 のとき， 1 個
D < 0 ，すなわち， k > 2 のとき， 0 個

◀ ax2 + bx + c = 0 にお
ける b = 2b′（x の係数が 2
の倍数）のときであるので，
D
4 = b′2−acを用いてもよい．

◀ ax2 + bx + c = 0 にお
ける b = 2b′（x の係数が 2
の倍数）のときであるので，
D
4 = b′2−acを用いてもよい．

解答 I3.3.7 ⋆⋆ 問題 p.118
問題文
x についての 2 つの 2 次方程式 x2 − 2x− k + 2 = 0, x2 + (2k − 1)x+ k2 + 2 = 0 が
ともに実数解をもたないような定数 k の値の範囲を求めよ．

2 次方程式 x2 − 2x− (k − 2) = 0 の判別式を D1 とすると，

D1 = (−2)2 − 4 · 1 · (−k + 2) = 4 + 4k − 8 = 4k − 4

2次方程式が実数解をもたないから，D1 < 0

したがって，4k − 4 < 0

ゆえに，k < 1 · · · (i)
2 次方程式 x2 + (2k − 1)x+ (k2 + 2) = 0 の判別式を D2 とすると，

D2 = (2k − 1)2 − 4 · 1 · (k2 + 2) = 4k2 − 4k + 1− 4k2 − 8 = −4k − 7

2次方程式が実数解をもたないから，D2 < 0

したがって，−4k − 7 < 0

ゆえに，k > −7
4 · · · (ii)

よって，(i) と (ii) の共通範囲を求めると，

−
7

4
< k < 1 − 7

4
1 k

(i)
(ii)

◀ 実数解をもたない条件は，
D < 0である．

310



解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.8 ⋆⋆⋆ 問題 p.119

問題文
x についての 2 つの 2 次方程式 x2 + (k+3)x+8 = 0, x2 +5x+4k = 0 が共通な実
数解をもつとき，定数 k の値と，そのときの共通解を求めよ．

共通解を α として，2 つの 2 次方程式に x = α を代入すると，®
α2 + (k + 3)α+ 8 = 0 · · · (i)
α2 + 5α+ 4k = 0 · · · (ii)

(i)−(ii)より，
(k − 2)α+ 8− 4k = 0

したがって，(k − 2)(α− 4) = 0

ゆえに，k = 2 または α = 4

(ア) k = 2 のとき
もとの 2 つの 2 次方程式は，ともに x2 + 5x+ 8 = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，D = 52 − 4 · 1 · 8 = −7

これは，D < 0であるから，共通な実数解をもつことに反する．
(イ) α = 4 のとき
(i)に代入すると，42 + (k + 3) · 4 + 8 = 0

したがって，k = −9

このとき，もとの 2 つの 2 次方程式は，x2 − 6x+ 8 = 0 と x2 + 5x− 36 = 0 とな
り，解はそれぞれ，x = 4, 2 と x = 4, −9

したがって，2つの方程式は共通解 x = 4 をもつ．
よって，（ア），（イ）より，k = −9 ，共通解は， x = 4

◀ 実数解をもたない．

◀ (i)か (ii)に代入する．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.9 ⋆ 問題 p.120

問題文
次の放物線は x軸と共有点をもつか．もつときは，その座標を求めよ．
(1) y = x2 − 3x− 10 (2) y = −x2 + 4x− 4 (3) y = 3x2 − 2x+ 6

(1) x2 − 3x− 10 = 0 とすると，(x− 5)(x+ 2) = 0

したがって，x = 5, −2

よって，x 軸と共有点を 2 個もち，その座標は，(5, 0), (−2, 0)

(2) −x2 + 4x− 4 = 0 とすると，x2 − 4x+ 4 = 0

したがって，(x− 2)2 = 0

ゆえに，x = 2

よって，x軸と共有点を 1個もち，その座標は，(2, 0)

(3) 3x2 − 2x+ 6 = 0とする．この 2次方程式の判別式を D とすると，

D = (−2)2 − 4 · 3 · 6 = −68

よって，D < 0 であるから，グラフと x 軸は共有点をもたない．
【別解】

y = 3x2 − 2x+ 6 = 3

®(
x− 1

3

)2

− 1

9

´
+ 6 = 3

(
x− 1

3

)2

+
17

3

2次関数のグラフは，下に凸の放物線で，頂点の y 座標は 17
3 である．

よって，x軸は共有点をもたない．

◀ 判別式を D とすると，

D = (−3)2−4·1·(−10) = 49

よって，D > 0より，共有点
は 2個である．
◀ 判別式を D とすると，

D = 42 − 4 · 1 · 4 = 0

よって，D = 0より，共有点
は 1個（重解）である．また，
(2, 0)は接点となる．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.10 ⋆⋆ 問題 p.121

問題文
(1) 2 次関数 y = x2 − 2kx+ 4k − 3 のグラフが，x 軸と接するような定数 k の値を求
め，その接点の座標を求めよ．
(2) 2 次関数 y = x2 + 2kx+ k2 + 3k + 9 のグラフが，x 軸と共有点をもつような定数
k の値の範囲を求めよ．

(1) x2 − 2kx+ 4k − 3 = 0とする．この 2次方程式の判別式を D とすると，

D

4
= (−k)2 − 1 · (4k − 3) = k2 − 4k + 3 = (k − 3)(k − 1)

グラフが x 軸と接するから，D = 0

したがって，(k − 3)(k − 1) = 0

ゆえに，k = 3, 1

グラフの頂点の x座標は，x = −−2k
2·1 = k であるから，

k = 3 のとき，x = 3であり，k = 1のとき，x = 1である．

よって，接点の座標は，
k = 3 のとき， 接点(3, 0)

k = 1 のとき， 接点(1, 0)

(2) 共有点の x 座標は，x2 + 2kx+ k2 + 3k + 9 = 0 の実数解である．この 2次方
程式の判別式を D とすると，

D

4
= k2 − (k2 + 3k + 9) = −3k − 9

グラフが x 軸と共有点をもつから，D ≧ 0

したがって，−3k − 9 ≧ 0

よって，k ≦≦≦ −3

◀ x 軸は直線 y = 0 である
ことから，y = 0 とおいた，
x2 − 2kx + 4k − 3 = 0とす
る．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.11 ⋆⋆ 問題 p.122

問題文
(1) 2 次関数 y = −2x2 + 3x+ 4 のグラフが x 軸から切り取る線分の長さを求めよ．
(2) 放物線 y = −x2 +4x+2k が x 軸から切り取る線分の長さが 6 であるとき，定数 k

の値を求めよ．

(1) −2x2 + 3x+ 4 = 0 とすると，2x2 − 3x− 4 = 0

したがって，x =
3±
√

(−3)2−4·2·(−4)

2·2 = 3±
√
9+32
4 = 3±

√
41

4

よって，放物線が x 軸から切り取る線分の長さは，

3 +
√
41

4
− 3−

√
41

4
=

√
41

2

(2) −x2 + 4x+ 2k = 0とすると，x2 − 4x− 2k = 0 · · · (i)
この 2次方程式の判別式を D とすると，

D

4
= (−2)2 − 1 · (−2k) = 4 + 2k

グラフが x軸と異なる 2点で交わるから，D > 0

したがって，4 + 2k > 0より，k > −2 · · · (ii)
このとき，2次方程式 (i)を解くと，

x = 2±
√
4 + 2k

切り取る線分の長さが 6であるから，

(2 +
√
4 + 2k)− (2−

√
4 + 2k) = 6

ゆえに，2
√
4 + 2k = 6

したがって，4 + 2k = 9

これより，k = 5
2

この値は，(ii)を満たす．
よって，求める定数 k の値は，5

2

◀ 扱いやすさのために，x2 の
係数を正にする．

◀

◀ 扱いやすさのために，x2 の
係数を正にする．

◀ x軸と異なる 2点で交わら
なければ，線分ができない．

x

3−
√

41
4

3+
√
41

4
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.12 ⋆⋆ 問題 p.123

問題文

2 次関数 y = ax2 + bx + c のグラフが右の図のような
とき，次の値の符号を調べよ．ただし，a < 0 とする．
(1) a (2) b (3) c

(4) b2 − 4ac (5) a+ b+ c

x

y

O 1

(1) グラフは上に凸であるから，a < 0

(2) 軸は直線 x = − b
2a

軸が y 軸より右側にあるから，− b
2a > 0

よって，a < 0であるから，b > 0

(3) y 軸との共有点は点 (0, c)

よって，グラフは y 軸と y > 0の部分で交わっているから，c > 0

(4) 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0の判別式を D とすると，D = b2 − 4ac

x 軸と異なる 2点で交わっているから，D > 0

よって，b2 − 4ac > 0

(5) x = 1 のとき，y = a · 12 + b · 1 + c = a+ b+ c

よって，グラフより，x = 1のとき，y > 0であるから，a+ b+ c > 0

◀ y = ax2 + bx + c =

a
(
x+ b

2a

)2 − b2−4ac
4a

◀ − b
2a > 0 から， b

a < 0 よ
り，aと bは異符号である．

◀ D = b2 − 4ac
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.13 ⋆⋆ 問題 p.124

問題文
次の連立方程式を解け．

(1)
{

3x− y = 4

x2 − 3x− y = −1
(2)

{
x2 − 3xy + 2y2 + 3y − 9 = 0

x2 − y2 + x+ y = 0

(1)
{

3x− y = 4 · · · (i)
x2 − 3x− y = −1 · · · (ii)

(i) より，y = 3x− 4

これを (ii) に代入すると，x2 − 3x− (3x− 4) = −1

整理すると，x2 − 6x+ 5 = 0

したがって，(x− 1)(x− 5) = 0

ゆえに，x = 1, 5

y = 3x− 4に代入すると，x = 1 のとき，y = 3 · 1− 4 = −1

x = 5 のとき，y = 3 · 5− 4 = 11

よって，(x, y) = (1, −1), (5, 11)

(2)
{

x2 − 3xy + 2y2 + 3y − 9 = 0 · · · (i)
x2 − y2 + x+ y = 0 · · · (ii)

(ii) より，(x+ y)(x− y) + (x+ y) = 0

したがって，(x+ y)(x− y + 1) = 0

ゆえに，y = −x または y = x+ 1

（ア）y = −x · · · (iii) のとき，(iii) を (i) に代入して整理すると，

2x2 − x− 3 = 0

したがって，(2x− 3)(x+ 1) = 0 となり，x = 3
2 , −1

ゆえに，(iii) より，x = 3
2 のとき，y = −3

2，x = −1のとき，y = 1

（イ）y = x+1 · · · (iv)のとき，(iv)を (i)に代入して整理すると，4x = 4

したがって，x = 1

ゆえに，(iv) より，x = 1 のとき，y = 2

よって，（ア），（イ）より，求める解は，

(x, y) =

(
3

2
, −

3

2

)
, (−1, 1), (1, 2)

◀ (1, −1), (5, 11)は，与え
られた連立方程式 (i)，(ii)を
整理した y = 3x − 4（直線），
y = x2 − 3x+ 1（放物線）の
交点を表している．

x

y

O

2

(1, −1)

(5, 11)

(ii)

(i)
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.14 ⋆ 問題 p.125

問題文
次の 2つの関数のグラフは共有点をもつか．もつときは，その座標を求めよ．
(1) y = x2 − 4x+ 2, y = −x (2) y = −x2 + 3x+ 2, y = 4x+ 7

(3) y = x2 − 6x+ 10, y = −x2 + 2x+ 2

(1)
{

y = x2 − 4x+ 2 · · · (i)
y = −x · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，x2 − 4x+ 2 = −x
整理すると，x2 − 3x+ 2 = 0

したがって，(x− 2)(x− 1) = 0

ゆえに，x = 2, 1

(ii)より，x = 2 のとき，y = −2，x = 1 のとき，y = −1

よって，共有点を 2個もち，その座標は， (2, −2), (1, −1)

(2)
{

y = −x2 + 3x+ 2 · · · (i)
y = 4x+ 7 · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，−x2 + 3x+ 2 = 4x+ 7

整理すると，−x2 − x− 5 = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，

D = (−1)2 − 4 · (−1) · (−5) = 1− 20 = −19

したがって，D < 0 であるから，この 2 次方程式は実数解をもたない．
よって，放物線 (i) と直線 (ii) は共有点をもたない．

(3)
{

y = x2 − 6x+ 10 · · · (i)
y = −x2 + 2x+ 2 · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，x2 − 6x+ 10 = −x2 + 2x+ 2

整理すると，x2 − 4x+ 4 = 0

したがって，(x− 2)2 = 0

ゆえに，x = 2

(ii) より，x = 2のとき，y = −22 + 2 · 2 + 2 = 2

よって，共有点を 1個もち，その座標は， (2, 2)

◀

◀

◀

x

y

O

−2

(i)

(ii)(2, −2)

(1, −1)

x

y

− 7
4

2

7

O

(i)

(ii)

x

y

O
2

3

1

1

3 (2, 2)

(i)

(ii)
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.15 ⋆⋆ 問題 p.126

問題文
次の放物線と直線の共有点の個数を調べよ．ただし，k を定数とする．
(1) 放物線 y = 2x2 + 4x− 3，直線 y = −2x+ k

(2) 放物線 y = −x2 + 3x+ k + 1，直線 y = −x+ 2

(1)
{

y = 2x2 + 4x− 3 · · · (i)
y = −2x+ k · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，2x2 + 4x− 3 = −2x+ k

整理すると，2x2 + 6x− 3− k = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，

D

4
= 32 − 2 · (−3− k) = 9 + 2(3 + k) = 2k + 15

よって，共有点の個数は，k の値によって次のようになる．

2k+ 15 > 0 のとき，すなわち，k > −
15

2
のとき， 2個

2k+ 15 = 0 のとき，すなわち，k = −
15

2
のとき， 1個

2k+ 15 < 0 のとき，すなわち，k < −
15

2
のとき， 0個

(2)
{

y = −x2 + 3x+ k + 1 · · · (i)
y = −x+ 2 · · · (ii)

とする．

(i) と (ii) から y を消去すると，−x2 + 3x+ k + 1 = −x+ 2

整理すると，x2 − 4x− k + 1 = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，

D

4
= (−2)2 − 1 · (−k + 1) = 4 + (k − 1) = k + 3

よって，共有点の個数は，k の値によって次のようになる．

k+ 3 > 0 のとき，すなわち，k > −3 のとき， 2個
k+ 3 = 0 のとき，すなわち，k = −3 のとき， 1個
k+ 3 < 0 のとき，すなわち，k < −3 のとき， 0個

◀ k の値によって，直線 (ii)
が変化する．

◀ 放物線と直線が接する．

◀ k の値によって，放物線 (i)
が変化する．

◀ 放物線と直線が接する．

x

y

O
−3

(ii) (i)

D = 0

D < 0

D > 0

x

y

O

2
(i)

D < 0

D > 0

D = 0

(ii)
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.16 ⋆ 問題 p.127

問題文
次の 2 次不等式を解け．
(1) x2 − 8x+ 12 > 0 (2) x2 − 3x+ 1 > 0 (3) −3x2 + 5x+ 2 ≧ 0

(1) 左辺を因数分解すると，

(x− 2)(x− 6) > 0

よって，不等式の解は，x < 2 または 6 < x

◀ y = x2 − 8x + 12 は x軸
と x = 2, 6 で共有点をもつ
ことがわかる．

x++

2 6

(2) x2 − 3x+ 1 = 0 を解くと，x = 3±
√
5

2

よって，不等式の解は，x < 3−
√

5
2
または 3+

√
5

2
< x

◀ 解の公式を用いる．

x =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
x++

3−
√

5
2

3+
√

5
2

(3) 両辺に −1を掛けて，

3x2 − 5x− 2 ≦ 0

左辺を因数分解すると，

(3x+ 1)(x− 2) ≦ 0

よって，不等式の解は，−1
3
≦≦≦ x ≦≦≦ 2

【別解】左辺を因数分解すると，

−(3x+ 1)(x− 2) ≧ 0

よって，−1
3
≦≦≦ x ≦≦≦ 2

◀ −3x2 + 5x+ 2 ≧ 0のグラ
フをかいて求めてもよい．

x

−− 1
3

2

x+− 1
3 2
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.17 ⋆ 問題 p.128
問題文
次の 2次不等式を解け．
(1) −2x2 + 4x− 2 < 0 (2) x2 + 4x+ 5 > 0

(3) x2 − 6x+ 9 ≦ 0 (4) −x2 + 4x− 4 > 0

(1) −2x2 + 4x− 2 < 0 より，2x2 − 4x+ 2 > 0

因数分解すると，2(x− 1)2 > 0

よって，不等式の解は，1 以外のすべての実数 ◀ 2次関数 y = 2x2 − 4x+ 2

は，x = 1のとき，y = 0とな
るから，x = 1を除く．なお，
y = −2x2 + 4x− 2を考えて
もよい．

x++

1

(2) 2 次方程式 x2 + 4x+ 5 = 0 の判別式を D とすると，

D = 42 − 4 · 1 · 5 = 16− 20 = −4

よって，D < 0であるから，不等式の解は，すべての実数 x+

(3) 左辺を因数分解すると，

(x− 3)2 ≦ 0

よって，不等式の解は，x = 3 ◀ 2次関数 y = x2 − 6x + 9

は，x = 3のとき，y = 0であ
り，それ以外のときは y > 0

となるから，y ≦ 0 となる x

の値は x = 3のみである．

x

3

(4) −x2 + 4x− 4 > 0 より，x2 − 4x+ 4 < 0

左辺を因数分解すると，(x− 2)2 < 0

よって，不等式の 解はない x

2

解答 I3.3.18 ⋆⋆ 問題 p.129
問題文
次の連立不等式を解け．

(1)
{

x2 + 2x− 3 ≦ 0

2x2 + 3x+ 1 > 0
(2) 2x− 1 ≦ x2 − 1 ≦ 2x+ 3

(1) x2 + 2x− 3 ≦ 0 より，(x+ 3)(x− 1) ≦ 0

したがって，−3 ≦ x ≦ 1 · · · (i)
2x2 + 3x+ 1 > 0 より，(2x+ 1)(x+ 1) > 0

したがって，x < −1, x > −1
2 · · · (ii)

(i)，(ii)の共通範囲は，右の図のようになる．
よって，−3 ≦≦≦ x < −1, −1

2
< x ≦≦≦ 1

◀ たすき掛けを用いる．

1−3 −1− 1
2

x

(i)
(ii)

(2) 2x− 1 ≦ x2 − 1 より，x2 − 2x ≧ 0

因数分解すると，(x− 2)x ≧ 0

したがって，x ≦ 0, x ≧ 2 · · · (i)
x2 − 1 ≦ 2x+ 3 より，x2 − 2x− 4 ≦ 0

x2 − 2x− 4 = 0 を解くと，x = 1±
√
5

したがって，1−
√
5 ≦ x ≦ 1 +

√
5 · · · (ii)

(i)，(ii)の共通範囲は，右の図のようになる．
よって，1−

√
5 ≦≦≦ x ≦≦≦ 0, 2 ≦≦≦ x ≦≦≦ 1+

√
5

1−
√
5 0 2 1 +

√
5
x

(i)
(ii)

2

1

1

1

1

2

3
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.19 ⋆⋆⋆ 問題 p.130

問題文
次の 2次不等式を解け．ただし，a を定数とする．
(1) x2 − 4ax+ 3a2 > 0 (2) ax2 − 5ax+ 4a < 0

(1) x2 − 4ax+ 3a2 > 0 より，(x− a)(x− 3a) > 0 · · · (i)
y = x2 − 4ax+ 3a2 とすると，このグラフと x 軸の共有点の x 座標は，x = a, 3a

（ア）a > 0 のとき
不等式 (i)の解は，x < a, 3a < x

（イ）a = 0 のとき
不等式 (i)の解は，0以外のすべての実数
（ウ）a < 0 のとき
不等式 (i)の解は，x < 3a, a < x

よって，(ア)～(ウ)より，求める解は，
a > 0 のとき，x < a, 3a < x

a = 0 のとき， 0 以外のすべての実数
a < 0 のとき，x < 3a, a < x

（ア）

x++

a 3a

（イ）

x

x = 0

（ウ）

x++

3a a

(2) ax2 − 5ax+ 4a < 0より，a (x2 − 5x+ 4
)
< 0

したがって，a(x− 1)(x− 4) < 0 · · · (ii)
y = ax2 − 5ax+ 4aとすると，このグラフと x軸との共有点の x座標は，x = 1, 4

与えられた不等式は 2次不等式であるから，a ̸= 0

（ア）a > 0 のとき
不等式 (ii)の解は，1 < x < 4

（イ）a < 0 のとき
不等式 (ii)の解は，x < 1, 4 < x

よって，(ア)，(イ)より，求める解は，

(ア)

x
−1 4

(イ)
x

−−
1 4

®
a > 0 のとき，1 < x < 4

a < 0 のとき，x < 1, 4 < x

◀ 2つの解の大小関係を考え
て，場合分けをする．a > 0の
とき，a < 3aとなり，a < 0

のとき，a > 3aとなる．

◀ 問題文では「2 次不等式」
となっていることから，a ̸= 0

である．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.20 ⋆⋆ 問題 p.131

問題文
2 次不等式 2ax2 + bx+ 1 ≦ 0 の解が x ≦ − 1

2 , 3 ≦ x となるとき，定数 a, b の値を求
めよ．

y = 2ax2 + bx+ 1 · · · (i) とする．
2ax2 + bx + 1 ≦ 0 の解が x ≦ −1

2 , 3 ≦ x となるのは，
(i)のグラフが右の図のようになるときであるから，a < 0

このとき，解が x ≦ −1
2 , 3 ≦ xであるから，y = 2ax2 +

bx+ 1のグラフは x軸と x = −1
2 , 3で交わる．

◀ a > 0 のときは，解は
− 1

2 ≦ x ≦ 3の形になるので
不適である．

x

−−

− 1
2 3

したがって，2 次方程式 2ax2 + bx+ 1 = 0 の解は，x = −1
2 , 3 となる．

ゆえに，2ax2 + bx+ 1 = 0 に x = −1
2 , 3 をそれぞれ代入すると，®

1
2a−

1
2b+ 1 = 0

18a+ 3b+ 1 = 0

これを解くと，a = −1
3 , b =

5
3 となり，a < 0 を満たす．

よって，a = −1
3
, b = 5

3

【別解】 x ≦ −1
2 , 3 ≦ x を解にもつ 2 次不等式のうち，x2 の係数が 1 のものは，

(x+ 1
2)(x− 3) ≧ 0 と表される．

したがって，x2 − 5
2x− 3

2 ≧ 0 · · · (i)
2ax2 + bx+ 1 ≦ 0 · · · (ii) の定数項が 1 であるから，(i)の両辺に −2

3 を掛けて，

−2

3
x2 +

5

3
x+ 1 ≦ 0

よって，(ii) と係数を比較すると，a = −1
3
, b = 5

3

◀ α < β のとき，x ≦ α, β ≦
x ⇐⇒ (x− α)(x− β) ≧ 0
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.21 ⋆⋆⋆ 問題 p.132

問題文
次の問いに答えよ．ただし，k を定数とする．
(1) xについての 2 次方程式 4x2 − kx+ k − 3 = 0 が実数解をもたないような k の値の
範囲を求めよ．
(2) xについての方程式 (k + 3)x2 + 2(k − 1)x+ 2 = 0 の実数解の個数を求めよ．

(1) 与えられた 2 次方程式の判別式を D とすると，

D = (−k)2 − 4 · 4 · (k − 3) = k2 − 16k + 48

2 次方程式が実数解をもたないから，D < 0

したがって，k2 − 16k + 48 < 0

因数分解すると，(k − 4)(k − 12) < 0

よって，4 < k < 12

(2) (k + 3)x2 + 2(k − 1)x+ 2 = 0 · · · (i) とする．

（ア）k = −3 のとき，(i) は −8x+ 2 = 0

これを解くと，x = 1
4 であり，このとき，実数解の個数は 1個

（イ）k ̸= −3 のとき，2 次方程式 (i)の判別式を D とすると，

D

4
= (k − 1)2 − (k + 3) · 2 = k2 − 4k − 5 = (k + 1)(k − 5)

D > 0のとき，(k + 1)(k − 5) > 0

これを解くと，k < −1, 5 < k

したがって，k ̸= −3より，k < −3, −3 < k < −1, 5 < k であり，こ
のとき，実数解の個数は 2個
D = 0のとき，(k + 1)(k − 5) = 0

これを解くと，k = −1, 5 であり，このとき，実数解の個数は 1個
D < 0のとき，(k + 1)(k − 5) < 0

これを解くと，−1 < k < 5であり，このとき，実数解の個数は 0個

◀ 問題文では「方程式」とな
っていることから，x2 の係数
が 0になる k = −3のときを
考える．

◀ k ̸= −3であることに注意
すること．

よって，（ア），（イ）より，求める k の値の範囲は，
k < −3, −3 < k < −1, 5 < k のとき，2個
k = −3, k = −1, k = 5 のとき， 1個
− 1 < k < 5 のとき， 0個

◀ k についての 2次不等式を
解く．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.22 ⋆⋆⋆ 問題 p.133

問題文
次の条件を満たすような定数 k の値の範囲を求めよ．
(1) すべての実数 x について，2次不等式 x2 + kx− 2k > 0 が成り立つ．
(2) 2 次不等式 kx2 − 2

√
2x+ k + 1 > 0 が解をもたない．

(1) f(x) = x2 + kx− 2kとすると，y = f(x)のグラフは
下に凸の放物線で，右の図のようになる．
よって，求める条件は，y = f(x)のグラフが常に上側に
ある，すなわち，y = f(x)のグラフが x軸と共有点をも
たないことである． ◀ グラフは下に凸で x 軸

と共有点をもたないので，
a > 0, D < 0 である．ここ
では，x2 の係数が正であるの
で，a > 0は成り立っている
ことから，D < 0を考える．

x

y = x2 + kx− 2k

f(x) = 0の判別式を D とすると，

D = k2 − 4 · 1 · (−2k) = k2 + 8k = k(k + 8)

グラフが x軸と共有点をもたないから，D < 0

したがって，k(k + 8) < 0

ゆえに，−8 < k < 0

よって，求める k の値の範囲は，−8 < k < 0

(2) f(x) = kx2 − 2
√
2x+ k + 1とすると，y = f(x)のグラフは放物線である．

与えられた不等式は 2次不等式であるから，k ̸= 0

求める条件は，kx2 − 2
√
2x+ k+ 1 > 0 が解をもたない，

すなわち，すべての xについて kx2 − 2
√
2x+ k + 1 ≦ 0

が成り立つことである．つまり，グラフは上に凸の放物線
であり，x軸と共有点をもたない，または x軸と接するこ
とから，f(x) = 0の判別式をDとすると，求める条件は
k < 0 · · · (i)かつ D ≦ 0

◀ 問題文では「2 次不等式」
となっていることから，k ̸= 0

である．

◀ k < 0を忘れないように注
意すること．

x

y = kx2 − 2
√
2x+ k + 1

D

4
= (

√
2)2 − k · (k + 1) = −k2 − k + 2 = −(k + 2)(k − 1)

したがって，−4(k + 2)(k − 1) ≦ 0

ゆえに，k ≦ −2, 1 ≦ k · · · (ii)
よって，(i)と (ii)の共通範囲を求めると，k ≦≦≦ −2
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.23 ⋆⋆⋆ 問題 p.134

問題文
−1 ≦ x ≦ 9 のすべての x の値に対して，不等式 x2 − 2ax+ a+ 6 > 0 が成り立つよう
な定数 a の値の範囲を求めよ．

f(x) = (x− a)2 − a2 + a+ 6 であるから，放物線 y = f(x) の軸は直線 x = a

(i) a < −1 のとき
f(x) は x = −1 で最小となり，最小値は f(−1) = 3a+7

したがって，3a+ 7 > 0

ゆえに，a > −7
3

これと a < −1 より，−7
3 < a < −1

◀ 軸が区間より左側か，区間
内か，右側かで場合分けをす
る．全部で 3通りの場合分け
となる．

a−1 9

(ii) −1 ≦ a ≦ 9 のとき
f(x)は x = aで最小となり，最小値は f(a) = −a2+a+6

したがって，−a2 + a+ 6 > 0

ゆえに，a2 − a− 6 < 0

これを解くと，(a−3)(a+2) < 0であるから，−2 < a < 3

これと −1 ≦ a ≦ 9 より，−1 ≦ a < 3 ◀ 場合分けの条件である，
−1 ≦ a ≦ 9 を満たすか否か
の確認を忘れないように注意
すること．

a−1 9

(iii) a > 9 のとき
f(x) は x = 9 で最小となり，最小値は f(9) = −17a+87

したがって，−17a+ 87 > 0 であるから，a < 87
17

これは a > 9 を満たさない．
a−1 9

よって，(i)～(iii)より，求める a の値の範囲は，−7
3
< a < 3 ◀

− 7
3

−1 3 a

(i) (ii)
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.24 ⋆⋆⋆ 問題 p.135
問題文
x についての不等式 x2 − (a+ 2)x+ 2a < 0, x2 − x− 12 > 0 を満たす整数 x がちょ
うど 3 個存在するような定数 a の値の範囲を求めよ．

x2 − x− 12 > 0 より，(x+ 3)(x− 4) > 0

したがって，x < −3, 4 < x · · · (i)
x2 − (a+ 2)x+ 2a < 0 より，(x− 2)(x− a) < 0 · · · (ii)

(ア) a < 2 のとき，(ii) より，a < x < 2

これと (i)より，不等式を満たす整数 x が
ちょうど 3 個となるのは，右の図のよう
なときである．
したがって，−7 ≦ a < −6 ◀ 等号を含むか否かに注意す

ること．

−3 42−7 −4−6−5 x

(i)
(ii)

(i)

(イ) a = 2 のとき，(ii) は解なしで不適である．

(ウ) a > 2 のとき，(ii) より，2 < x < a

これと (i)より，不等式を満たす整数 x が
ちょうど 3 個となるのは，右の図のよう
なときである．
したがって，7 < a ≦ 8

−3 42 5 6 875 6 a

(i)
(ii)

(i)

よって，（ア）～（ウ）より，求める a の値の範囲は −7 ≦≦≦ a < −6, 7 < a ≦≦≦ 8

◀ a = 2 のとき，不等式は
(x− 2)2 < 0 となり，これを
満たす実数 x は存在しない．

解答 I3.3.25 ⋆⋆⋆ 問題 p.136
問題文

2 次方程式 x2 − 2ax − a+ 2 = 0 の異なる 2 つの実数解が，ともに 2 より小さくなる
ような定数 a の値の範囲を求めよ．

y = f(x) = x2 − 2ax− a+ 2とし，2次方程式 f(x) = 0の判別式を D とする．
y = f(x) のグラフは，下に凸の放物線で，軸は直線
x = aである．
f(x) = 0 の異なる 2 つの実数解が，ともに 2 より小さく
なるのは，y = f(x) のグラフが右の図のようになるとき
である．
したがって，求める条件は，(i) D > 0，(ii) 軸が x < 2

の範囲にある，(iii) f(2) > 0 である．

◀ 軸は x = − b
2a

◀ 判別式，軸，f(2)（端点）に
注目する．x = a

x = 2

x
a (2, f(2))

(i) D
4 = (−a)2 − 1 · (−a+ 2) = a2 + a− 2 = (a+ 2)(a− 1)であり，D > 0である

から，(a+ 2)(a− 1) > 0

したがって，a < −2, 1 < a

(ii) 軸は直線 x = aであるから，a < 2

(iii) f(2) = 22 − 2a · 2− a+ 2 = −5a+ 6であり，f(2) > 0より，a < 6
5

よって，(i)～(iii) より，求める aの値の範囲は，

a < −2, 1 < a <
6

5 −2 0 1 26
5

a

(i)
(ii)

(iii)

(i)

◀ 判別式 D を用いる代わり
に，「頂点の y座標が 0より小
さくなる」という条件を用い
ても同じ結果が得られる．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.26 ⋆⋆⋆ 問題 p.137
問題文

2 次方程式 x2 − 4ax+3 = 0 が，1 < x < 5 の範囲に異なる 2 つの実数解をもつような
定数 a の値の範囲を求めよ．

y = f(x) = x2−4ax+3とし，2次方程式 x2−4ax+3 =

0の判別式を D とする．
y = f(x)のグラフは，下に凸の放物線で，軸は x = 2a

である．
f(x) = 0 が 1 < x < 5 に異なる 2 つの実数解をもつ
のは，y = f(x) のグラフが右の図のようになるときで
ある．
したがって，求める条件は，(i) D > 0，(ii) 軸が 1 <

x < 5 の間にある，(iii) f(1) > 0, f(5) > 0 である．

◀ 軸は x = − b
2a

◀ 判別式，軸，f(1), f(5)（端
点）に注目する．

x = 2a

x = 1 x = 5

x(1, f(1))

(5, f(5))

(i) D
4 = (−2a)2 − 1 · 3 = 4a2 − 3であり，D > 0であるから，

4a2 − 3 > 0

したがって，a < −
√
3
2 ,

√
3
2 < a

(ii) 軸は直線 x = 2aであるから，1 < 2a < 5より，1
2 < a < 5

2

(iii) f(1) = 12 − 4a · 1+ 3 = −4a+4, f(5) = 52 − 4a · 5+ 3 = −20a+28であり，
f(1) > 0かつ f(5) > 0より，4− 4a > 0, −20a+ 28 > 0

したがって，a < 1

よって，(i)～(iii)より，求める aの値の範囲は，
√
3

2
< a < 1

0 11
2

5
2

√
3

2−
√
3
2

a

(i)
(ii)

(iii)

(i)

◀ 判別式 D を用いる代わり
に，「頂点の y座標が 0より小
さくなる」という条件を用い
ても同じ結果が得られる．
◀ (a +

√
3
2 )(a −

√
3
2 ) > 0よ

り，a < −
√

3
2 ,

√
3
2 < a

解答 I3.3.27 ⋆⋆ 問題 p.138
問題文

2 次方程式 x2 − ax + 3a2 − 20 = 0 の異なる 2 つの実数解のうち，1 つは 4 より大き
く，他の 1 つは 4 より小さくなるような定数 a の値の範囲を求めよ．

y = f(x) = x2 − ax+ 3a2 − 20 とする．
y = f(x) のグラフは，下に凸の放物線である．
f(x) = 0 が 異なる 2つの実数解をもち，1 つは 4 より大
きく，他の 1 つは 4 より小さくなるのは， y = f(x)の
グラフが右の図のようになるときである．
したがって，求める条件は，f(4) < 0 である．

x = 4

x4

(4, f(4))

f(4) = 42 − a · 4 + 3a2 − 20 = 3a2 − 4a− 4 = (3a+ 2)(a− 2)より，

(3a+ 2)(a− 2) < 0

よって，−2
3
< a < 2

◀ たすき掛けを用いる．
3

1

2

−2

2

−6

−4
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.28 ⋆⋆⋆ 問題 p.139

問題文
2 次方程式 ax2− (a+1)x−2 = 0 が，−1 < x < 1の範囲に 1つの解があり，3 < x < 5

の範囲に他の解があるような定数 a の値の範囲を定めよ．

f(x) = ax2 − (a+ 1)x− 2 とする．
与えられた方程式は 2次方程式であるから，a ̸= 0

求める条件は，y = f(x)のグラフが −1 < x < 1, 3 < x < 5 の範囲でそれぞれ x

軸と 1 点で交わることである．
すなわち，f(−1) · f(1) < 0 かつ f(3) · f(5) < 0

ここで，f(−1) = 2a− 1, f(1) = −3, f(3) = 6a− 5, f(5) = 20a− 7

f(−1) · f(1) < 0 より，(2a− 1) · (−3) < 0

したがって，a > 1
2 · · · (i)

f(3) · f(5) < 0 より，(6a− 5)(20a− 7) < 0

したがって， 7
20 < a < 5

6 · · · (ii)
よって，(i)，(ii)より，求める aの値の範囲は，

1

2
< a <

5

6

これは，a ̸= 0 を満たす．
1
2

5
6

a7
20

(i)(ii)

◀ グラフの凹凸に関係な
く，f(−1) · f(1) < 0 かつ
f(3) · f(5) < 0が求める条件
である．a > 0, a < 0のとき
で場合分けをする必要はない
ので注意すること．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.29 ⋆⋆⋆⋆ 問題 p.140

問題文
2次方程式 x2 − 2ax+ (a+ 2) = 0が，1 < x < 4の範囲に少なくとも 1つの実数解を
もつような定数 aの値の範囲を求めよ．

f(x) = x2 − 2ax+ (a+ 2)とする．
(i) すべての解が 1 < x < 4 の範囲にあるとき
y = f(x) のグラフが 1 < x < 4 の範囲で x 軸と共有点をもつことから，求める条
件は，次の（ア）～（ウ）である．

（ア）x 軸と共有点をもつから，2 次方程式 f(x) = 0 の判別式を D と
すると，

D

4
= a2 − 1 · (a+ 2) = a2 − a− 2 = (a− 2)(a+ 1)

D ≧ 0であるから，(a− 2)(a+ 1) ≧ 0

したがって，a ≦ −1, 2 ≦ a

（イ）y = f(x) の軸は直線 x = aであり，軸が 1 < x < 4 の間にある
から，1 < a < 4

（ウ）f(1) = −a + 3, f(4) = −7a + 18 であるから，f(1) > 0 より，
a < 3，f(4) > 0より，a < 18

7

したがって，a < 18
7

◀ 少なくとも 1つ実数解をも
つから，y = f(x) のグラフ
が x軸に接する場合，すなわ
ち，D = 0 の場合も含めて，
D ≧ 0となる．

したがって，（ア）～（ウ）より，2 ≦ a < 18
7

(ii) 1つの解が 1 < x < 4，他の解が x < 1, 4 < xの範囲にあるとき
f(1) · f(4) < 0が成り立つ．
したがって，(−a+ 3)(−7a+ 18) < 0，すなわち，(a− 3)(7a− 18) < 0である．
ゆえに，18

7 < a < 3

(iii) 1つの解が x = 1のとき
−a+ 3 = 0より，a = 3である．このとき，2次方程式は，x2 − 6x+ 5 = 0となる．
したがって，(x− 1)(x− 5) = 0より，x = 1, 5である．
ゆえに，1 < x < 4の範囲に解はない．
(iv) 1つの解が x = 4のとき
−7a+ 18 = 0より，a = 18

7 である．このとき，2次方程式は，x2 − 36
7 x+ 32

7 = 0

となる．
したがって，(7x− 8)(x− 4) = 0より，x = 8

7 , 4

よって，(i)～(iv)より，求める aの値の範囲は，2 ≦≦≦ a < 3

◀

◀ f(1) > 0 かつ f(4) < 0

または f(1) < 0かつ f(4) >

0 ，すなわち，f(1) · f(4) < 0

（f(1)と f(4)が異符号）

−1 1 418
7
32 a
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3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.30 ⋆⋆⋆ 問題 p.141

問題文
2 つの 2 次方程式 x2 − 6x+ a2 = 0, x2 − 2(a− 1)x− a2 − 10a+ 1 = 0 について，次
の条件を満たすような定数 a の値の範囲を求めよ．
(1) 2つの方程式がともに実数解をもつ．
(2) 2つの方程式の少なくとも一方が実数解をもつ．
(3) 2つの方程式のどちらか一方のみが実数解をもつ．

2次方程式 x2 − 6x+ a2 = 0の判別式を D1 とすると，

D1

4
= (−3)2 − 1 · a2 = 9− a2 = −(a+ 3)(a− 3)

2次方程式 x2 − 2(a− 1)x− a2 − 10a+ 1 = 0の判別式を D2 とすると，

D2

4
= {−(a− 1)}2 − 1 ·

(
−a2 − 10a+ 1

)
= 2a2 + 8a = 2a(a+ 4)

(1) 2つの方程式がともに実数解をもつのは，D1 ≧ 0 かつ D2 ≧ 0 のときである．
D1 ≧ 0であるから，−(a+ 3)(a− 3) ≧ 0

したがって，−3 ≦ a ≦ 3 · · · (i)
D2 ≧ 0であるから，2a(a+ 4) ≧ 0

ゆえに，a ≦ −4, 0 ≦ a · · · (ii)
よって，(i)と (ii)の共通範囲を求めると，0 ≦≦≦ a ≦≦≦ 3 −3−4 30 a

(i) (ii)(ii)

(2) 2つの方程式の少なくとも一方が実数解をもつ
のは，D1 ≧ 0 または D2 ≧ 0 のときである．
(i)，(ii)より，a ≦≦≦ −4, −3 ≦≦≦ a −3−4 30 a

(i) (ii)(ii)

(3) 2つの方程式のどちらか一方のみが実数解をも
つのは，D1 ≧ 0, D2 ≧ 0 の一方のみが成り立つこ
とである．
(i)と (ii)の一方のみが成り立つ aの値の範囲を求
めると，a ≦≦≦ −4, −3 ≦≦≦ a < 0, 3 < a

−3−4 30 a

(i) (ii)(ii)

◀ 2つの判別式を考えるので，
D1, D2 とする．

◀ 実数解をもつ条件は，D >

0, D = 0を合わせた，D ≧ 0

である．
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2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.31 ⋆⋆⋆ 問題 p.142

問題文
実数 x, y が x2 + y2 = 1を満たすとき，x+ y2 の最大値，最小値と，そのときの x, y

の値を求めよ．

x2 + y2 = 1より，y2 = 1− x2 · · · (i)
x, y は実数であるから y2 ≧ 0 ，すなわち，1− x2 ≧ 0

したがって，x2 − 1 ≦ 0であるから，(x+ 1)(x− 1) ≦ 0

ゆえに，−1 ≦ x ≦ 1

x+ y2 に (i)を代入すると，

x+ y2 = x+
(
1− x2

)
= −x2 + x+ 1

= −
(
x− 1

2

)2

+
5

4

グラフは右の図のようになる．

x

x+ y2

O 1
2

5
4

最大

最小

−1

1

したがって，x = 1
2 のとき，最大値 5

4，x = −1 のとき，最小値 −1

x = 1
2 のとき，y2 = 1−

(
1
2

)2
= 3

4 より，y = ±
√
3
2

x = −1 のとき，y2 = 1− (−1)2 = 0より，y = 0

よって，x+ y2 は

x =
1

2
, y = ±

√
3

2
のとき，最大値 5

4
x = −1, y = 0 のとき， 最小値 − 1

◀ y が実数のとき，y2 ≧ 0で
あることを用いて，x の値の
範囲を求める．
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2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.32 ⋆⋆⋆ 問題 p.143
問題文
次の関数の最小値と，そのときの x, y の値を求めよ．
(1) x, y の関数 P = x2 + 3y2 − 4x+ 2y + 5 の最小値を求めよ．
(2) x, y の関数 Q = x2 + 4xy + 5y2 − 4x− 4y + 7 の最小値を求めよ．

(1) P = x2 − 4x+ 3y2 + 2y + 5

= (x− 2)2 − 22 + 3y2 + 2y + 5

= (x− 2)2 + 3

(
y +

1

3

)2

− 3 ·
(
1

3

)2

+ 1

= (x− 2)2 + 3

(
y +

1

3

)2

+
2

3

x, y は実数であるから，(x− 2)2 ≧ 0,
(
y + 1

3

)2 ≧ 0

したがって，P は x− 2 = 0, y + 1
3 = 0 のとき最小となる．

よって，x = 2, y = −1
3
のとき，最小値 2

3

(2) Q = x2 + 4xy + 5y2 − 4x− 4y + 7

= x2 + 2(2y − 2)x+ 5y2 − 4y + 7

= {x+ (2y − 2)}2 − (2y − 2)2 + 5y2 − 4y + 7

= (x+ 2y − 2)2 + y2 + 4y + 3

= (x+ 2y − 2)2 + (y + 2)2 − 22 + 3

= (x+ 2y − 2)2 + (y + 2)2 − 1

x, y は実数であるから，(x+ 2y − 2)2 ≧ 0, (y + 2)2 ≧ 0

したがって，Q は x+ 2y − 2 = 0, y + 2 = 0 のとき最小となる．
x+ 2y − 2 = 0, y + 2 = 0 を解くと，x = 6, y = −2

よって，x = 6, y = −2 のとき，最小値 −1

◀ 平方完成する．

◀ さらに平方完成する．

◀ a が実数のとき，a2 ≧ 0

であり，等号が成り立つのは，
a = 0のときであることを用
いる．

◀ (実数)2 ≧ 0

◀ x, y についての連立方程式
を解く．

解答 I3.3.33 ⋆⋆ 問題 p.144
問題文
長さ 40 cm の針金を 2 つに分け，それぞれを折り曲げて正方形を 2 つ作る．2 つの正
方形の面積の和が 52 cm2 以上になるようにするには，針金をどのように切ればよいか．
短い方の針金の長さの範囲を求めよ．

短い方の針金の長さを 4x cm とすると，長い方の針金の長さは，

40− 4x = 4(10− x) (cm)

0 < 4x < 20より，0 < x < 5 · · · (i)
2 つの正方形の 1 辺の長さは，それぞれ x cm と 10− x cmであるから，

x2 + (10− x)2 ≧ 52

整理すると，x2 − 10x+ 24 ≧ 0

したがって，(x− 6)(x− 4) ≧ 0

ゆえに，x ≦ 4, 6 ≦ x · · · (ii)
(i)，(ii)より，0 < x ≦ 4

よって，0 < 4x ≦ 16 となり，短い方の針金の長さは，0 cm より長く， 16 cm 以
下であればよい．

◀ 短い方の針金の長さを
x cmとしてもよいが，1辺の
長さが x

4 cmとなり，計算に
手間が掛かる．
◀ 短い方の針金の長さは，
40 cmの半分の 20 cmより小
さい．

x

10− x
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解答 I3.3.34 ⋆⋆⋆⋆ 問題 p.145

問題文
2 つの 2 次関数 f(x) = x2 + 3ax+ 20, g(x) = −x2 + 7ax− 15について，次の条件を
満たすような定数 a の値の範囲を求めよ．
(1) すべての実数 x に対して f(x) > g(x)

(2) ある実数 x に対して f(x) < g(x)

F (x) = f(x)− g(x) とすると，

F (x) = 2x2 − 4ax+ 35 = 2(x− a)2 − 2a2 + 35

(1) すべての実数 x に対して f(x) > g(x) が成り立つ条件は，すべての実数 x に対
して F (x) > 0，すなわち，(F (x) の最小値 ) > 0 が成り立つことと同じである．
F (x) は x = a で最小値 −2a2 + 35 をとるから，−2a2 + 35 > 0

したがって，a2 < 35
2

よって，−
√

70
2

< a <
√

70
2

(2) ある実数 x に対して f(x) < g(x) が成り立つ条件は，ある実数 x に対して
F (x) < 0 ，すなわち，(F (x) の最小値 ) < 0 が成り立つことと同じである．
したがって，−2a2 + 35 < 0

ゆえに，a2 > 35
2

よって，a < −
√

70
2

,
√

70
2

< a

◀ 判別式の符号に注目して，
D < 0を用いてもよい．

◀ 判別式の符号に注目して，
D > 0を用いてもよい．

解答 I3.3.35 ⋆⋆⋆⋆ 問題 p.146

問題文
2つの 2次関数 f(x) = x2 − 4x+ 5, g(x) = −x2 + a− 3 について，次の条件を満たす
ような定数 a の値の範囲をそれぞれ求めよ．
(1) −1 ≦ x ≦ 3 を満たすすべての実数 x1, x2 に対して，f (x1) < g (x2)

(2) −1 ≦ x ≦ 3 を満たすある実数 x1, x2 に対して，f (x1) < g (x2)

f(x) = x2 − 4x+ 5 = (x− 2)2 + 1

(1) −1 ≦ x ≦ 3 を満たすすべての実数 x1, x2 に対して f (x1) < g (x2) が成り立
つ条件は，−1 ≦ x ≦ 3 において，「(f(x) の最大値)< (g(x) の最小値)」が成り立
つときである．
−1 ≦ x ≦ 3において，f(x)の最大値は，f(−1) = 10，g(x)の最小値は，g(3) = a−12

したがって，a− 12 > 10

よって，a > 22

(2) −1 ≦ x ≦ 3 を満たすある実数 x1, x2 に対して f (x1) < g (x2) が成り立つ条
件は，−1 ≦ x ≦ 3 において，「(f(x) の最小値)< (g(x) の最大値)」が成り立つと
きである．
−1 ≦ x ≦ 3 において，f(x) の最小値は，f(2) = 1，g(x) の最大値は，g(0) = a− 3

したがって，a− 3 > 1

よって，a > 4

◀ f(−1) = (−1− 2)2 + 1 =

10，g(3) = −32 + a − 3 =

a− 12

◀ f(2) = (2 − 2)2 + 1 = 1，
g(0) = 02 + a− 3 = a− 3
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答 I3.3.36 ⋆⋆⋆ 問題 p.147

問題文
方程式 |x2 − 4x+ 3| = x+ aの異なる実数解の個数を調べよ．ただし，aは定数とする．

|x2 − 4x+ 3| = x+ aより，f(x) =
∣∣x2 − 4x+ 3

∣∣− xとする．

(i) x2 − 4x + 3 ≧ 0 のとき，すなわち，(x −
1)(x− 3) ≧ 0 より，x ≦ 1 または x ≧ 3 のとき

f(x) = x2 − 4x+ 3− x

=x2 − 5x+ 3

=

(
x− 5

2

)2

− 13

4

(ii) x2−4x+3 < 0のとき，すなわち，1 < x < 3

のとき

f(x) = −
(
x2 − 4x+ 3

)
− x

=− x2 + 3x− 3

=−
(
x− 3

2

)2

− 3

4

よって，(i)，(ii)より，y = f(x) のグラフは右
の図のようになる．

x

y

O
3
2

− 3
4

3

1

−1

3

−3

求める実数解の個数は，y = f(x) と y = a

のグラフの共有点の個数と一致するので，右
の図より，
a < −3 のとき，0個
a = −3 のとき，1個
−3 < a < −1 のとき，2個
a = −1 のとき，3個
−1 < a < −3

4 のとき，4個
a = −3

4 のとき，3個
a > −3

4 のとき，2個

◀ グラフをかき，y = aを動
かすことをイメージして，共
有点の個数を調べる．

x

y

O

− 3
4

−3

−1

2個

3個
4個
3個

2個

1個

0個

y = a
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答（節末）I3.3.1 ⋆⋆ 節末 p.148

問題文
2 次方程式 x2 +4x+7a = 0，2x2 − 6x− a = 0 がともに実数解をもつ整数 a の個数を
求めよ．

2次方程式 x2 + 4x+ 7a = 0の判別式を D1 とすると，D1

4 = 22 − 1 · 7a = 4− 7a

2次方程式が実数解をもつから，D1 ≧ 0

したがって，4− 7a ≧ 0

ゆえに，a ≦ 4
7 · · · (i)

2次方程式 2x2−6x−a = 0の判別式をD2とすると，D2

4 = (−3)2−2·(−a) = 9+2a

2次方程式が実数解をもつから，D2 ≧ 0

したがって，9 + 2a ≧ 0

ゆえに，a ≧ −9
2 · · · (ii)

したがって，(i)と (ii)の共通範囲を求めると，

−9

2
≦ a ≦ 4

7
− 9

2
4
7

0−1−2−3−4 a

(i)
(ii)

この不等式を満たす整数 aは，a = −4, −3, −2, −1, 0

よって，求める整数 aの個数は，5個

◀ 2つの判別式を考えるので，
D1, D2 とする．

◀ 実数解をもつ条件は，D1 >

0, D = 0を合わせた，D ≧ 0

である．

解答（節末）I3.3.2 ⋆⋆⋆ 節末 p.148

問題文
実数 x, y が x2 + y2 = 13のもとで，x− ay の最大値が 7 となるとき，定数 a の値を
求めよ．

x− ay = k とおくと，x = k + ay

これを x2 + y2 = 13に代入すると，(k + ay)2 + y2 = 13

したがって，(a2 + 1)y2 + 2aky + k2 − 13 = 0

y は実数であるから，この 2次方程式の判別式を D とすると，D ≧ 0

D

4
= (ak)2 − (a2 + 1)(k2 − 13) = −k2 + 13(a2 + 1)

これより，−k2 + 13(a2 + 1) ≧ 0

ゆえに，k2 ≦ 13(a2 + 1)

したがって，−
√
13(a2 + 1) ≦ k ≦

√
13(a2 + 1)

k の最大値が 7 であるから，
√
13(a2 + 1) = 7

よって，a2 = 36
13

これを解いて，a = ± 6√
13

◀ (実数)2 ≧ 0 より，

a2 + 1 > 0

◀
√

13(a2 + 1) = 7 の両辺
を 2乗して，13(a2 + 1) = 49

これを整理すると，a2 = 36
13

が得られる．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答（節末）I3.3.3 ⋆⋆⋆ 節末 p.148

問題文
(1) 不等式 3x4 − 7x2 + 2 > 0 を解け．
(2) 不等式 (

x2 − 3x+ 2
)2 − 4

(
x2 − 3x+ 2

)
+ 3 ≦ 0 を解け．

(1) x2 = t とおくと，t ≧ 0

与えられた不等式は，3t2 − 7t+ 2 > 0

したがって，(3t− 1)(t− 2) > 0

これを解くと，0 ≦ t < 1
3 , 2 < t

ゆえに，0 ≦ x2 < 1
3 , 2 < x2

ここで，x2 ≧ 0 は常に成り立つので，
x2 < 1

3 より，− 1√
3
< x < 1√

3

2 < x2 より，x < −
√
2,

√
2 < x

よって，x < −
√
2, − 1√

3
< x < 1√

3
,
√
2 < x ◀ 0 ≦ x2 < 1

3 または 2 < x2

であり，解を合わせた範囲が
求める解となるので注意する
こと．

−
√

2
√

2− 1√
3

1√
3

x

(2) x2 − 3x+ 2 = t とおくと，t = (x− 3
2

)2 − 1
4 である．

t のとりうる値の範囲は，t ≧ −1
4

不等式を t で表すと，t2 − 4t+ 3 ≦ 0

したがって，(t− 1)(t− 3) ≦ 0より，1 ≦ t ≦ 3

これは t ≧ −1
4 を満たす．

ゆえに，1 ≦ x2 − 3x+ 2 ≦ 3

1 ≦ x2 − 3x+ 2 より，x2 − 3x+ 1 ≧ 0

x2 − 3x+ 1 = 0を解くと，x = 3±
√
5

2

このとき，x2 − 3x+ 1 ≧ 0の解は，

x ≦ 3−
√
5

2
,

3 +
√
5

2
≦ x · · · (i)

x2 − 3x+ 2 ≦ 3 より，x2 − 3x− 1 ≦ 0

x2 − 3x− 1 = 0 を解くと，x = 3±
√
13

2

このとき，x2 − 3x− 1 ≦ 0 の解は，

3−
√
13

2
≦ x ≦ 3 +

√
13

2
· · · (ii)

よって，(i)，(ii) の共通範囲を求めると，

3 −
√
13

2
≦≦≦ x ≦≦≦

3 −
√
5

2
,

3 +
√
5

2
≦≦≦ x ≦≦≦

3 +
√
13

2
3−

√
13

2

3−
√

5

2

3+
√

5

2

3+
√

13

2

x

(i) (i)
(ii)

◀ (実数)2 ≧ 0

◀ たすき掛けを用いる．

◀ t の変域を考える必要があ
るので注意すること．

◀ 解の公式を用いる．

◀ 解の公式を用いる．

3

1

−1

−2

−1

−6

−7
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答（節末）I3.3.4 ⋆⋆⋆⋆ 節末 p.148

問題文
a を定数とする．x についての方程式 |(x− 3)(x− 5)| = ax− 2a+ 1

2 が異なる 4 つの
実数解をもつとき，a の値の範囲を求めよ．

y = |(x− 3)(x− 5)| · · · (i), y = ax− 2a+
1

2
· · · (ii)

とする．
(x− 3)(x− 5) ≧ 0 の解は，x ≦ 3, 5 ≦ x

(x− 3)(x− 5) < 0 の解は，3 < x < 5

したがって，(i)は，

x ≦ 3, 5 ≦ x のとき，y = (x− 3)(x− 5) = (x− 4)2 − 1

3 < x < 5 のとき，y = −(x− 3)(x− 5) = −(x− 4)2 +1

よって，(i) のグラフは右の図のようになる．
(ii) は，y = a(x− 2) + 1

2 と変形できるから，(ii) のグラ
フは定点 (

2, 1
2

) を通る傾き a の直線である．

◀ y = (x− 3)(x− 5)のグラ
フで，x 軸より下側の部分を
x 軸に関して対称に折り返し
たものである．

x

y (i) (ii)

(
2, 1

2

)
O

3 5

（ア）(ii) のグラフが (i) のグラフの 3 ≦ x ≦ 5 の部分と接するとき
このとき，2次方程式−(x−3)(x−5) = ax−2a+ 1

2 ，すなわち，x2+(a−8)x−2a+ 31
2 =

0 の判別式を D とすると，

D = (a− 8)2 − 4 · 1 ·
(
−2a+

31

2

)
= a2 − 8a+ 2

D = 0 より，a2 − 8a+ 2 = 0

これを解いて，a = 4±
√
14

このとき，3 ≦ x ≦ 5 の部分と接するのは，a = 4−
√
14 のときである．

（イ）(ii) のグラフが点 (5, 0) を通るとき
0 = 5a− 2a+ 1

2 より，a = −1
6

よって，（ア），（イ）より，方程式 |(x− 3)(x− 5)| = ax− 2a+ 1
2 が相異なる 4 つ

の実数解をもつとき，a の値の範囲は，

−
1

6
< a < 4−

√
14

◀ y = |(x− 3)(x− 5)| のグ
ラフと直線 y = ax− 2a+ 1

2

の共有点について調べる．a

を含む式を直線の形に分離し
て，2つのグラフが 4つの共
有点をもつ条件を考える．

◀ 2つのグラフが接するとき，
共有点（実数解）の個数は 3
個である．

◀ 2つのグラフが接するとき，
共有点（実数解）の個数は 3
個である．
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解答
3.3

2次関数（解答） 2次方程式と 2次不等式（解答）

解答（節末）I3.3.5 ⋆⋆⋆ 節末 p.148

問題文
2 次不等式 x2 − 3x− 4 < |x− 2| を満たす x の値の範囲を求めよ．

|x− 2| =

{
x− 2 (x ≧ 2)

−x+ 2 (x < 2)

x2 − 3x − 4 = (x − 3
2)

2 − 25
4 であるから，y =

x2− 3x− 4 のグラフと y = |x− 2| のグラフは，右
の図のようになる．
2つのグラフの交点の x 座標は，

x

y

O
23

2

− 25
4

2 +
√
61−

√
7

(i) x ≧ 2 のとき
x2 − 3x− 4 = x− 2より，x2 − 4x− 2 = 0

したがって，x = 2±
√
6

ゆえに，x ≧ 2 より，x = 2 +
√
6

(ii) x < 2 のとき
x2 − 3x− 4 = −(x− 2)より，x2 − 2x− 6 = 0

したがって，x = 1±
√
7

ゆえに，x < 2 より，x = 1−
√
7

よって，(i)，(ii)とグラフより，求める x の値の範囲は，1−
√
7 < x < 2 +

√
6

【別解】
(i) x ≧ 2 のとき
x2 − 3x− 4 < x− 2より，x2 − 4x− 2 < 0

ゆえに，2−
√
6 < x < 2 +

√
6

これと x ≧ 2より，2 ≦ x < 2 +
√
6

(ii) x < 2 のとき
x2 − 3x− 4 < −(x− 2)より，x2 − 2x− 6 < 0

ゆえに，1−
√
7 < x < 1 +

√
7

これと x < 2より，1−
√
7 < x < 2

よって，(i)，(ii)より，求める xの値の範囲は，1−
√
7 < x < 2 +

√
6

◀ y = |x − 2| のグラフが
y = x2 − 3x − 4のグラフよ
り上側にある xの範囲である．

◀
1−

√
7 2 2 +

√
6
x

(i)(ii)
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解答
3.4

2次関数（解答） 章末問題 3（解答）

章末問題 3（解答）
解答（章末）I3.1 ⋆⋆⋆ 章末 p.149

問題文

実数 x, y が x2 − xy + y2 + y − 5 = 0 を満たすとき，y の最大値は であり，最
小値は である．

y が k という値をとるとすると，x2 − kx + k2 + k − 5 = 0 · · · (i) を満たす実数 x

が存在する．
したがって，この条件は，(i) の判別式を D とすると，

D = (−k)2 − 4
(
k2 + k − 5

)
D ≧ 0 であるから，k2 − 4k2 − 4k + 20 ≧ 0

ゆえに，−3k2 − 4k + 20 ≧ 0より，(3k + 10)(k − 2) ≦ 0

したがって，−10
3 ≦ k ≦ 2

よって，y の最大値は 2 ，最小値は −10
3

◀ y が k (実数) という値
をとりうる．⇐⇒ x2 −
kx + k2 + k − 5 = 0 を
満たす実数 x が存在する．
⇐⇒x2−kx+k2+k−5 = 0

の判別式D ≧ 0

解答（章末）I3.2 ⋆⋆ 章末 p.149

問題文
2 つの放物線 y = x2 + 4，y = −x2 + 4x の両方に接する直線の方程式を求めよ．

求める直線の方程式を y = ax+ b · · · (i) とおく．
直線 (i) と放物線 y = x2 + 4 が接するから，x2 + 4 = ax+ b

すなわち，x2 − ax+ (4− b) = 0

この 2次方程式の判別式を D1 とすると，D1 = (−a)2 − 4 · 1 · (4− b)

したがって，D1 = 0より，a2 + 4b− 16 = 0 · · · (ii)
直線 (i) と放物線 y = −x2 + 4x が接するから，−x2 + 4x = ax+ b

すなわち，x2 + (a− 4)x+ b = 0

この 2次方程式の判別式を D2 とすると，D2 = (a− 4)2 − 4 · 1 · b
したがって，D2 = 0より，a2 − 8a+ 16− 4b = 0

ゆえに，4b = a2 − 8a+ 16 · · · (iii)
(iii) を (ii) に代入して整理すると，

2a2 − 8a = 0

したがって，2a(a− 4) = 0 より，a = 0, 4

a = 0 のとき，(ii) より，b = 4

a = 4 のとき，(ii) より，b = 0

よって，求める直線の方程式は，y = 4, y = 4x

x

y

O

4

42

(i)

◀ 2つの放物線の両方に接す
る直線は，y 軸に平行ではな
い．
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解答
3.4

2次関数（解答） 章末問題 3（解答）

解答（章末）I3.3 ⋆⋆⋆ 章末 p.149

問題文
a, b は自然数で，2 次方程式 x2 + 2ax+ 4a− 4b = 0 が重解 α をもつとき，a, b, α の
値を求めよ．

2 次方程式 x2 + 2ax+ 4a− 4b = 0 の判別式を D とすると，

D

4
= a2 − 1 · (4a− 4b) = a2 − 4a+ 4b

2次方程式が重解をもつから，D = 0

整理すると，4b = a(4− a) · · · (i)
ここで，a, b は自然数より，4b > 0 かつ a > 0

したがって，4− a > 0 より，0 < a < 4

a は自然数であるから，a = 1, 2, 3

これらのうち，(i)より，bが自然数となるのは，a = 2のときである．
ゆえに，b = 1

このとき，x2 + 2ax+ 4a− 4b = 0の重解は，x = −2a
2 = −a

したがって，a = 2より，重解は −2となる．
よって，a = 2, b = 1, α = −2

◀ a = 1のとき，4b = 3より，
b = 3

4 となり，a = 3のとき，
4b = 3より，b = 3

4 となり不
適である．

解答（章末）I3.4 ⋆⋆⋆ 章末 p.149

問題文
a, b を異なる実数とするとき，x に関する方程式 (x− 3a)(x− 3b)− (3x− 4a− 5b) = 0

は異なる 2 つの実数解をもつことを証明せよ．

与えられた方程式を整理すると，

x2 − 3(a+ b+ 1)x+ 9ab+ 4a+ 5b = 0

この 2次方程式の判別式を D とすると，

D = {3(a+ b+ 1)}2 − 4 · 1 · {9ab+ 4a+ 5b} = 9(a− b)2 + 2(a− b) + 9

ここで，a− b = c とおくと，

D = 9c2 + 2c+ 9 =

(
3c+

1

3

)2

+
80

9

よって，この方程式は D > 0 であるから，相異なる 2 つの実数解をもつ． ■
【別解】 f(x) = (x− 3a)(x− 3b)− (3x− 4a− 5b) とする．方程式が異なる 2つの
実数解をもつことを示すには，y = f(x) が x 軸と異なる 2 点で交わることを示せ
ばよい．

f(3a) = −5(a− b), f(3b) = 4(a− b)

より，a ̸= b であるから，f(3a) と f(3b) は異符号であり，一方は負である．
よって，y = f(x) は x 軸と異なる 2 点で交わる． ■

◀ 下に凸の放物線は，その関
数が負の値をとるとき，x 軸
と異なる 2点で交わることを
利用する．
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解答
3.4

2次関数（解答） 章末問題 3（解答）

解答（章末）I3.5 ⋆⋆⋆ 章末 p.149

問題文
方程式 4x2 + 7xy + 4y2 = 15 を満たす x, y に対して，u = x+ y, v = xy とおく．
(1) u2 − 4v ≧ 0 を示せ．
(2) u, v の間に成り立つ等式を求めよ．
(3) k = u+ v がとる値の範囲を求めよ

(1)
u2 − 4v = (x+ y)2 − 4xy = x2 − 2xy + y2 = (x− y)2 ≧ 0

よって，u2 − 4v ≧ 0 が成り立つ．
(2) x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy であるから，与えられた方程式は，

4
{
(x+ y)2 − 2xy

}
+ 7xy = 15

したがって，4(x+ y)2 − xy = 15

よって，4u2 − v = 15

(3) u2 − 4v ≧ 0 · · · (i), 4u2 − v = 15 · · · (ii)とする．
(ii) より，v = 4u2 − 15

これを (i) に代入すると，u2 − 4(4u2 − 15) ≧ 0

したがって，u2 − 4 ≦ 0

ゆえに，−2 ≦ u ≦ 2 · · · (iii)
k を u の式で表すと，(ii) より，

k = u+ v = u+ 4u2 − 15 = 4

(
u+

1

8

)2

− 241

16

(iii)より，k は u = 2 で最大値 3，u = −1
8 で最小値 −241

16

よって，
−

241

16
≦≦≦ k ≦≦≦ 3

◀ (実数)2 ≧ 0

◀ 与えられた方程式は，x, y

の対称式であるので，x+y, xy

で表す．

◀ 平方完成する．

◀
u

k

O 2

3
− 1

8

− 241
16最小

最大

341



解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

図形と計量（解答）
三角比の定義・性質（解答）
解答 I4.1.1 ⋆ 問題 p.154
問題文

(1) 右の図のような三角形において，sinA, cosA, tanA の値
を求めよ．

A

BC 4

5

(2) 右の図のような三角形において，x, y の値を求めよ．

A

B

C

10 x

y

60◦

(1) 三平方の定理より，AC =
√
52 − 42 = 3

よって，sinA = 4
5
, cosA = 3

5
, tanA = 4

3

(2) sin 60◦ = x
10 であるから，x = 10 sin 60◦ = 10 ·

√
3
2 = 5

√
3

cos 60◦ = y
10 であるから，y = 10 cos 60◦ = 10 · 1

2 = 5

◀ 三平方の定理

a2 + b2 = c2

◀ sin 60◦ =
√

3
2

◀ cos 60◦ = 1
2

解答 I4.1.2 ⋆⋆ 問題 p.155
問題文
水平な道路をまっすぐに歩いている人が，あるビルの頂点 Pを見上げたところ，A地点
でその仰角が 30◦ であった．その後，A地点から 30m進んで B地点に到達したとき，再
び仰角を測ると 45◦ であった．この人の目の高さが地面から 1.5mであるとき，このビ
ルの高さを求めよ．

右の図のように，A′, B′, C, C′, P とおき，BC = B′C′ = x m, C′P = y m とする．
直角三角形 A′C′P において，

y = (30 + x) tan 30◦

したがって，y = 30+x√
3

· · · (i)
直角三角形 B′C′P において，

y = x tan 45◦

したがって，y = x · · · (ii)

◀ tan 30◦ = y
30+x

◀ tan 30◦ = 1√
3

◀ tan 45◦ = y
x

◀ tan 45◦ = 1

A′

D

C′

A C

B′

B
30 m

y m

x m

1.5 m
30◦ 45◦

(i)，(ii)より，30+x√
3

= x(√
3− 1

)
x = 30 より，x = 30√

3−1
= 15 + 15

√
3

これと (ii)より，y = 15 + 15
√
3

ゆえに，PC = y + 1.5 = 16.5 + 15
√
3

よって，ビルの高さは，16.5 + 15
√
3 (m)

◀ 30√
3− 1

=
30(

√
3 + 1)

(
√
3− 1)(

√
3 + 1)

=15(
√
3 + 1)
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.3 ⋆⋆⋆ 問題 p.156
問題文
二等辺三角形 ABC において AB = AC, BC = 1, ∠A = 36◦ とし，∠B の二等分線と
辺 AC の交点を D とするとき，次の値を求めよ．
(1) 辺 BDの長さ (2) 辺 ABの長さ (3) sin 18◦

(1) △ABC は二等辺三角形であり，∠A = 36◦ で
あるから，

∠B = ∠C =
180◦ − 36◦

2
= 72◦

BD は ∠B の二等分線であるから，

∠ABD = ∠CBD = 36◦

A

B C

D

36◦

36◦

36◦ 72◦

1

また，∠BCD = ∠BDC = 72◦ であるから，△BCD は BC = BD の二等辺三角形
である．
よって，BD = BC = 1

(2) △DAB は DA = DB を満たす二等辺三角形であるから，AD = 1

AB = x とすると，CD = x− 1

△ABC ∽ △BCD であるから，AB : BC = BC : CD，すなわち，x : 1 = 1 : (x− 1)

したがって，x(x− 1) = 1

整理すると，x2 − x− 1 = 0

これを解くと，x > 0 より，x = 1+
√
5

2

よって，AB = 1+
√

5
2

(3)

sin 18◦ =
1
2BC
AB =

1

2x
=

1√
5 + 1

=

√
5− 1

(
√
5 + 1)(

√
5− 1)

=

√
5 − 1

4

◀ ∠BDC = ∠ABD+∠CBD

◀ ∠ABD = ∠BAD = 36◦

◀

A

B C

18◦

1

解答 I4.1.4 ⋆ 問題 p.157
問題文
A は鋭角とする．このとき，次の問いに答えよ．
(1) sinA = 4

5 のとき，cosA と tanA の値を求めよ．
(2) tanA =

√
2
4 のとき，sinA と cosA の値を求めよ．

(1) sin2A+ cos2A = 1 より，cos2A = 1− sin2A = 1−
(
4
5

)2
= 9

25

A は鋭角であるから，cosA > 0

よって，cosA =
√
9
5 = 3

5

また，tanA = sinA
cosA = 4

5 ÷
3
5 = 4

3

(2) 1 + tan2A = 1
cos2 A より， 1

cos2 A = 1 +
(√

2
4

)2
= 18

16

したがって，cos2A = 16
18

A は鋭角であるから，cosA > 0

よって，cosA = 2
√

2
3

また，sinA = tanA cosA =
√
2
4 · 2

√
2

3 = 1
3

◀ A が鋭角 (0◦ < A < 90◦)

のとき，sinA > 0, cosA >

0, tanA > 0であることに注
意すること．

◀ cosA > 0より，− 2
√

2
3 は

不適である．

◀ tanA = sin A
cos A より，

sinA = tanA cosA
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.5 ⋆⋆ 問題 p.158

問題文
(1) sin 55◦, cos 125◦ を 45◦ 以下の三角比で表せ．また，sin 35◦ cos 125◦+sin 55◦ cos 145◦

を簡単にせよ．
(2) △ABC の 3 つの内角 ∠A, ∠B, ∠C の大きさを，それぞれ A, B, C とするとき，
等式 tan A

2 tan B+C
2 = 1 が成り立つことを証明せよ．

(1)
sin 55◦ = sin (90◦ − 35◦) = cos35◦ · · · (i),

cos 125◦ = cos (180◦ − 55◦) = − cos 55◦ = − cos (90◦ − 35◦) = − sin35◦ · · · (ii)

cos 145◦ = cos (180◦ − 35◦) = − cos 35◦ であるから，これと (i)，(ii)より，

sin 35◦ cos 125◦ + sin 55◦ cos 145◦

= sin 35◦ (− sin 35◦) + cos 35◦ (− cos 35◦)
= − sin2 35◦ − cos2 35◦

= −
(
sin2 35◦ + cos2 35◦

)
= −1

(2) A+B + C = 180◦ であるから，B + C = 180◦ −A

したがって，B+C
2 = 180◦−A

2 = 90◦ − A
2

ゆえに，tan A
2 tan B+C

2 = tan A
2 · 1

tan A
2

= 1

よって，等式は成り立つ． ■

◀ sin (90◦ − θ) = cos θ

◀ cos (180◦ − θ) =

− cos θ, cos (90◦ − θ) =

sin θ

◀ cos (180◦ − θ) = − cos θ

◀ すべて 35◦ の三角比に式変
形する．

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ tan (90◦ − θ) = 1
tan θ
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.6 ⋆ 問題 p.159

問題文
次の方程式を満たす θ の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．
(1) 2 sin θ − 1 = 0 (2) 2 cos θ + 1 = 0 (3) tan θ + 1 = 0

(1) 2 sin θ − 1 = 0 より，sin θ = 1
2

半径 1の半円上で，y 座標が 1
2 となる点

は，右の図の 2 点 P, P′ である．
よって，θ = 30◦, 150◦

◀

1

PP′

O
x

y

y = 1
2

−1

1

30◦

150◦

(2) 2 cos θ + 1 = 0 より，cos θ = −1
2

半径 1 の半円上で，x 座標が −1
2 となる

点は，右の図の点 P である．
よって，θ = 120◦

◀

1

P

O
x

yx = − 1
2

−1

1

120◦

(3) tan θ + 1 = 0 より，tan θ = −1

直線 x = 1上で，y座標が −1となる点 T
をとると，直線 OT と半径 1 の半円上の
交点は右の図の点 Pである．
よって，θ = 135◦

◀
1

P

O
x

y

T−1

−1

1

x = 1

135◦

1
1
2

√
3

2

30◦

1√
3

2

1
2

60◦

11√
2

1√
2

45◦

解答 I4.1.7 ⋆⋆ 問題 p.160

問題文
(1) sinα = 2

3 のとき，cosα, tanα の値を求めよ．ただし，90◦ < α < 180◦ とする．
(2) tanβ = −2 のとき，sinβ, cosβ の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ β ≦ 180◦ とする．

(1) sin2 α+ cos2 α = 1 より，cos2 α = 1−
(
2
3

)2
= 5

9

90◦ < α < 180◦ において，cosα < 0

よって，cosα = −
»

5
9 = −

√
5

3

また，tanα = sinα
cosα = 2

3 ÷
(
−

√
5
3

)
= 2

3 ×
(
− 3√

5

)
= − 2√

5

(2) 1 + tan2 β = 1
cos2 β より， 1

cos2 β = 1 + tan2 β = 1 + (−2)2 = 5

したがって，cos2 β = 1
5

tanβ = −2 < 0 より，90◦ < β < 180◦ であるから，cosβ < 0

よって，cosβ = −
»

1
5 = − 1√

5

また，tanβ = sinβ
cosβ より，sinβ = tanβ · cosβ = −2 ·

(
− 1√

5

)
= 2√

5

◀ 符号に注意すること．

◀ tanα = sin α
cos α =

2
3

−
√

5
3

◀ cosβ < 0より， 1√
5
は不適

である．

◀ tanα = sin α
cos α より，sinα =

tanα cosα
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.8 ⋆⋆⋆ 問題 p.161
問題文

sin θ − cos θ = 1
2 のとき，次の式の値を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) sin θ cos θ (2) sin3 θ − cos3 θ (3) sin θ + cos θ

(1) sin θ− cos θ = 1
2 · · · (i) の両辺を 2 乗すると，sin2 θ− 2 sin θ cos θ+ cos2 θ = 1

4

したがって，1− 2 sin θ cos θ = 1
4

よって，sin θ cos θ = 3
8
· · · (ii)

(2) sin3 θ − cos3 θ = (sin θ − cos θ)3 + 3 sin θ cos θ(sin θ − cos θ)
(i)，(ii)を代入すると，sin3 θ − cos3 θ =

(
1
2

)3
+ 3 · 3

8 ·
1
2 = 11

16

【別解】 sin3 θ − cos3 θ = (sin θ − cos θ)
(
sin2 θ + sin θ cos θ + cos2 θ

)
(i)，(ii)を代入すると，sin3 θ − cos3 θ = 1

2 ·
(
1 + 3

8

)
= 11

16

(3) (sin θ + cos θ)2 = sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ = 1 + 2 sin θ cos θ
(ii)を代入すると，(sin θ + cos θ)2 = 1 + 2 · 3

8 = 7
4

0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，(ii)より，sin θ > 0, cos θ > 0

したがって，sin θ + cos θ > 0

よって，sin θ + cos θ =
»

7
4 =

√
7

2

◀ 両辺を 2乗して，sin2 θ +

cos2 θ の形を作る．

◀ a3 − b3

=(a− b)3 + 3ab(a− b)

◀ a3 − b3

=(a− b)(a2 + ab+ b2)

◀ sin θ cos θ = 3
8 > 0であり，

sin θ > 0より，cos θ > 0

よって，sin θ + cos θ > 0

解答 I4.1.9 ⋆⋆⋆ 問題 p.162
問題文
次の等式を満たす θ の値を求めよ．
(1) 2 sin2 θ − 3 cos θ = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)

(2) 2 cos2 θ + 7 sin θ − 5 = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦)

(1) 2 sin2 θ − 3 cos θ = 0 より，2
(
1− cos2 θ

)
− 3 cos θ = 0

したがって，2 cos2 θ + 3 cos θ − 2 = 0 · · · (i)
cos θ = t とおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，−1 ≦ t ≦ 1

これを (i)に代入すると，2t2 + 3t− 2 = 0

ゆえに，(2t− 1)(t+ 2) = 0より，t = 1
2 , −2

−1 ≦ t ≦ 1 より，t = 1
2

すなわち，cos θ = 1
2

よって，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，θ = 60◦

(2) 2 cos2 θ + 7 sin θ − 5 = 0より，2
(
1− sin2 θ

)
+ 7 sin θ − 5 = 0

したがって，2 sin2 θ − 7 sin θ + 3 = 0 · · · (i)
sin θ = t とおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，0 ≦ t ≦ 1

これを (i)に代入すると，2t2 − 7t+ 3 = 0

ゆえに，(2t− 1)(t− 3) = 0より，t = 1
2 , 3

0 ≦ t ≦ 1 より，t = 1
2

すなわち，sin θ = 1
2

よって，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，θ = 30◦, 150◦

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，
−1 ≦ cos θ ≦ 1

◀ たすき掛けを用いる．

◀

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，
0 ≦ sin θ ≦ 1

◀ たすき掛けを用いる．

◀

1

P

O
x

y

−1

1
x = 1

2

60◦

1

P
P′

O
x

y

y = 1

2

−1

1

30◦
150◦
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.10 ⋆⋆ 問題 p.163

問題文
2 直線 x−

√
3y = 0 · · · (i), x+

√
3y = 0 · · · (ii) について，次の問いに答えよ．

(1) 直線 (i) が x 軸の正の向きとのなす角を求めよ．
(2) 2 直線 (i)，(ii) のなす角 θ (0◦ ≦ θ ≦ 90◦) を求めよ．

(1) 直線 (i)が x軸の正の向きとのなす角を αとす
ると，y = 1√

3
xより，tanα = 1√

3

0◦ ≦ α < 180◦ より，α = 30◦

(2) 直線 (ii) が x 軸の正の向きとのなす角を β と
すると，y = − 1√

3
xより，tanβ = − 1√

3

0◦ ≦ β < 180◦ より，β = 150◦

右の図から，β − α = 150◦ − 30◦ = 120◦

よって，求める角 θ は，0◦ ≦ θ ≦ 90◦ より，θ =

180◦ − 120◦ = 60◦

◀ 求める角は，2直線の図を
かいて判断するとよい．

x

y

O

(ii)

(i)
β

αθ

解答 I4.1.11 ⋆⋆ 問題 p.164

問題文
次の不等式を満たす θ の値の範囲を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) sin θ >
√
3
2 (2) cos θ ≦ −

√
2
2

(1) sin θ =
√
3
2 より，θ = 60◦, 120◦

よって，右の図より，sin θ >
√
3
2 となる θ の値の

範囲は，
60◦ < θ < 120◦

◀ 不等号を等号におき換えて，
方程式を解く．

◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．1O

x

y

y =
√

3
2

−1

120◦

1上側

60◦

(2) cos θ = −
√
2
2 より，θ = 135◦

よって，右の図より，cos θ ≦ −
√
2
2 となる θ の値

の範囲は，
135◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 180◦

◀ 不等号を等号におき換えて，
方程式を解く．

◀ 等号を含むか否かに注意す
ること．1O

x

y
x = −

√
2

2

−1

1

左側

135◦
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.12 ⋆⋆ 問題 p.165
問題文
次の不等式を満たす θ の値の範囲を求めよ．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) tan θ ≦ − 1√
3

(2) tan θ > −1

(1) tan θ = − 1√
3
より，θ = 150◦

よって，右の図より，tan θ ≦ − 1√
3
の値の範囲は，

90◦ < θ ≦≦≦ 150◦

◀ 不等号を等号におき換える．
◀ 傾きが − 1√

3
以下となる範

囲を求める．
◀ θ ̸= 90◦ であることに注意
すること．

1O
x

y

−
√
3

−1

1

− 1√
3

x = 1

150◦

(2) tan θ = −1 より，θ = 135◦

よって，右の図より，tan θ > −1 の値の範囲は，

0◦ ≦≦≦ θ < 90◦, 135◦ < θ ≦≦≦ 180◦

◀ 不等号を等号におき換える．
◀ 傾きが −1より大きい範囲
を求める．
◀ θ ̸= 90◦ であることに注意
すること．

1O
x

y

−1

−1

1

x = 1

135◦

解答 I4.1.13 ⋆⋆⋆ 問題 p.166

問題文
次の不等式を解け．ただし，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

(1) 2 sin2 θ + cos θ − 2 > 0 (2) 2 sin2 θ − 3 sin θ + 1 ≧ 0

(1) 2 sin2 θ + cos θ − 2 > 0より，2(1− cos2 θ) + cos θ − 2 > 0

したがって，2 cos2 θ − cos θ < 0 · · · (i)
cos θ = t とおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，−1 ≦ t ≦ 1 · · · (ii)
また，(i)の不等式は，2t2 − t < 0より，t(2t− 1) < 0

ゆえに，0 < t < 1
2

これと (ii)より，0 < cos θ < 1
2

よって，求める解は，60◦ < θ < 90◦

1O x

y x = 1
2

−1

1

60◦

(2) 2 sin2 θ − 3 sin θ + 1 ≧ 0 より，2t2 − 3t+ 1 ≧ 0 · · · (i)
sin θ = tとおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，0 ≦ t ≦ 1 · · · (ii)
また，(i)の不等式は，2t2 − 3t+ 1 ≧ 0より，(2t− 1)(t− 1) ≧ 0

したがって，t ≦ 1
2 , 1 ≦ t

これと (ii)より， 0 ≦ t ≦ 1
2 , t = 1

すなわち，0 ≦ sin θ ≦ 1
2 , sin θ = 1

1O x

y

y = 1
2

y = 1

−1

1

150◦

30◦

よって，求める解は，0◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 30◦, 150◦ ≦≦≦ θ ≦≦≦ 180◦, θ = 90◦

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ たすき掛けを用いる．
2

1

−1

−1

−2

−1

−3
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.14 ⋆⋆⋆ 問題 p.167

問題文
関数 y = sin2 θ − cos θ の最大値と最小値を求め，そのときの θ の値を求めよ．ただし，
0◦ ≦ θ ≦ 180◦ とする．

y = sin2 θ − cos θ =
(
1− cos2 θ

)
− cos θ = − cos2 θ − cos θ + 1 · · · (i)

cos θ = t とおくと，0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，

−1 ≦ t ≦ 1

このとき，(i)に tを代入すると，

y = −t2 − t+ 1 = −
(
t+

1

2

)2

+
5

4

したがって，グラフは右の図のようになる．

◀ tの範囲を求める．

t

y

O− 1
2

5
4

1

−1

−1

1

最大

ゆえに，y は t = −1
2 , すなわち，cos θ = −1

2 のとき，最大値 5
4 をとり，t = 1，す

なわち，cos θ = 1 のとき，最小値 −1をとる．
0◦ ≦ θ ≦ 180◦ より，cos θ = −1

2 のとき，θ = 120◦，cos θ = 1のとき，θ = 0◦

よって，θ = 120◦ のとき，最大値 5
4
，θ = 0◦ のとき，最小値 −1

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ t = 1の方が軸から遠いの
で，t = 1で最小となる．

解答 I4.1.15 ⋆⋆⋆⋆ 問題 p.168

問題文
方程式 3 sin2 θ+ cos θ− a = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 180◦) を満たす θ が異なる 2個の解をもつよ
うな定数 a の値の範囲を求めよ．

cos θ = t とおくと，sin2 θ + cos2 θ = 1より，与えられた方程式は，

−3t2 + t+ 3− a = 0 · · · (i)

0◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，t の値の範囲は −1 ≦ t ≦ 1 であり，−1 ≦ t ≦ 1 のとき，
cos θ = t を満たす θ の値は 1 個である．
したがって，与えられた方程式を満たす θ が 0◦ ≦ θ ≦ 180◦ の範囲で異なる 2個の
解をもつのは，(i)が −1 ≦ t ≦ 1の範囲で解を 2個もつときである．

(i)を整理すると，a = −3t2 + t+ 3

ゆえに，a = −3
(
t− 1

6

)2
+ 37

12 · · · (ii)
(ii)の実数解の個数は，y = aと y = −3

(
t− 1

6

)2
+ 37

12

のグラフの共有点の個数と一致する．
よって，右の図より，−1 < t ≦ 1の範囲で解を 2個も
つ aの範囲は，

1 ≦≦≦ a <
37

12

◀ 定数を分離する．

◀ 1 ≦ a < 37
12 のとき，共有

点が 2個存在し，それを満た
す θ は 2個存在する．

t

y

O

y = a

1
6

37
12

1

1

−1

−1

3

◀ 3(1−cos2 θ)+cos θ−a = 0

より，−3 cos2 θ+ cos θ+3−
a = 0
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答 I4.1.16 ⋆⋆⋆⋆ 問題 p.169

問題文
方程式 2 cos2 θ + a cos θ + 1 = 0 (0◦ ≦ θ ≦ 90◦) を満たす θ が異なる 2個の解をもつ
ような定数 a の値の範囲を求めよ．

cos θ = t とおくと，与えられた方程式は 2t2 + at+ 1 = 0 となり，この 2次方程式
の判別式を D とする．
0◦ ≦ θ ≦ 90◦ のとき，t の値の範囲は 0 ≦ t ≦ 1 であり，0 ≦ t ≦ 1 のとき，cos θ = t

を満たす θ の値は 1個である．
したがって，与えられた方程式を満たす θ が 0◦ ≦ θ ≦ 90◦ の範囲で異なる 2 個の
解をもつのは，2t2 + at+ 1 = 0 が 0 ≦ t ≦ 1 の範囲で異なる 2つの実数解をもつ
ときである．
ゆえに，求める条件は，f(t) = 2t2 + at+ 1 とする
と，(i) D > 0，(ii) 軸が 0 < t < 1 の範囲にある，
(iii) f(0) ≧ 0, f(1) ≧ 0 である．
(i) D = a2 − 4 · 2 · 1 = a2 − 8 であり，D > 0であ
るから，

a2 − 8 > 0

したがって，a < −2
√
2, 2

√
2 < a

◀ (i)のように判別式 D を用
いる代わりに，「頂点の y 座標
が 0になる」という条件を用
いても同じ結果が得られる．

t = −a
4

t = 0 t = 1

t

(0, f(0))

(1, f(1))

(ii) 軸は直線 t = −a
4 であるから，0 < −a

4 < 1 より，−4 < a < 0

(iii) f(0) = 1, f(1) = a+ 3 であり，f(0) ≧ 0かつ f(1) ≧ 0 より，a+ 3 ≧ 0

したがって，−3 ≦ a

よって，(i)～(iii)より，求め
る a の値の範囲は，

−3 ≦≦≦ a < −2
√
2

0−3−4

−2
√
2

2
√
2
a

(i)
(ii) (iii)

(i)

◀ おき換えた文字の範囲に注
意すること．

◀ f(0) ≧ 0 は常に成り立つ．
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答（節末）I4.1.1 ⋆⋆⋆ 節末 p.170

問題文

右の図のような直角三角形 ABCを用いて，次の問
いに答えよ．
(1) 辺 ABの長さを求めよ．
(2) sin 22.5◦, cos 22.5◦, tan 22.5◦ の値を求めよ． A

B

CD

1
45◦22.5◦

(1) ∠CBD = 180◦ − (90◦ + 45◦) = 45◦ より，CD = 1, BD =
√

2
また，∠ABC = 90◦ − 22.5◦ = 67.5◦ より，∠ABD = 67.5◦ − 22.5◦ = 45◦

したがって，△ABD は AD = BD の二等辺三角形である．
よって，CD = 1より，AC = AD + CD =

√
2 + 1 · · · (i)

△ABC において，三平方の定理より，

AB2 = (
√
2 + 1)2 + 12 = 4 + 2

√
2

AB > 0 より，

◀ AB2 = AC2 + BC2

A

B

CD

1√
2

1

√
4 + 2

√
2

√
2

45◦

45◦22.5◦

22.5◦

AB =
»

(
√
2 + 1)2 + 12 =

»
4 + 2

√
2 · · · (ii)

(2) △ABCにおいて，(i)，(ii)，BC = 1より，

sin 22.5◦ =
BC
AB =

1√
4 + 2

√
2
=

√
4− 2

√
2

(4 + 2
√
2)(4− 2

√
2)

=

 
4− 2

√
2

8
=

√
2 −

√
2

2

cos 22.5◦ = AC
AB =

√
2 + 1√

4 + 2
√
2
= (

√
2 + 1)

√
4− 2

√
2

(4 + 2
√
2)(4− 2

√
2)

= (
√
2 + 1)

 
4− 2

√
2

8
=

(
√
2 + 1)

√
2−

√
2

2

=

»
(
√
2 + 1)2(2−

√
2)

2
=

√
2 +

√
2

2

tan 22.5◦ =
BC
AC =

1√
2 + 1

=

√
2− 1

(
√
2 + 1)(

√
2− 1)

=
√
2− 1

◀ BC : CD : BD

=1 : 1 :
√
2

◀ この 2重根号は外すことが
できない．
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答（節末）I4.1.2 ⋆⋆⋆ 節末 p.170

問題文
鋭角 θ が tan θ = 5

12 を満たすとき， sin θ
1+cos θ + sin θ

1−cos θ の値を求めよ．

sin θ
1 + cos θ +

sin θ
1− cos θ =

sin θ(1− cos θ) + sin θ(1 + cos θ)
(1 + cos θ)(1− cos θ)

=
sin θ − sin θ cos θ + sin θ + sin θ cos θ

1− cos2 θ

=
2 sin θ
sin2 θ

=
2

sin θ
また，

cos2 θ = 1

1 + tan2 θ
=

1

1 +
(

5
12

)2 =
144

169
,

sin2 θ = 1− cos2 θ = 1− 144

169
=

25

169

θ は鋭角であるから，sin θ > 0

したがって，sin θ = 5
13

よって，
sin θ

1 + cos θ +
sin θ

1− cos θ =
2

sin θ = 2÷ 5

13
=

26

5

【別解】 tan θ = 5
12 より，

cos2 θ = 1

1 + tan2 θ
=

1

1 +
(

5
12

)2 =
144

169

θ は鋭角であるから，cos θ > 0

したがって，cos θ = 12
13

また，sin θ = cos θ tan θ = 12
13 ·

5
12 = 5

13

よって，これらを代入して，

sin θ
1 + cos θ +

sin θ
1− cos θ =

5

13
÷ 25

13
+

5

13
÷ 1

13
=

26

5

◀ 通分する．

◀ sin2 A+ cos2 A = 1

◀ θ は鋭角，tan θ = 5
12 であ

ることから，直角三角形をか
き，三平方の定理を用いて解
くこともできる．

◀ tanA = sin A
cos A より，

sinA = tanA cosA

◀ θ が鋭角 (0◦ < θ < 90◦)

のとき，cos θ > 0であること
に注意すること．

◀ 1 + cos θ = 1 + 12
13 =

25
13 , 1− cos θ = 1− 12

13 = 1
13

解答（節末）I4.1.3 ⋆⋆ 節末 p.170

問題文
0◦ ≦ θ ≦ 180◦ において， 1√

3
sin θ + cos θ = 0 を満たす θ の値を求めよ．

cos θ = 0 のとき，θ = 90◦ であり，これは方程式
を満たさない．
したがって，cos θ ̸= 0
1√
3

sin θ + cos θ = 0 より，sin θ = −
√
3 cos θ

両辺を cos θ で割ると， sin θ
cos θ = −

√
3

よって，tan θ = −
√
3

0◦ ≦ θ ≦ 180◦ であるから，θ = 120◦

◀ θ = 90◦ のとき，sin θ = 1

◀ cos θ ̸= 0 より，両辺を
cos θ で割ることができる．

1O
x

y

−
√
3

−1

1

120◦

x = 1

352



解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答（節末）I4.1.4 ⋆⋆⋆ 節末 p.170

問題文
tan θ + 1

tan θ = 3 のとき，次の式の値を求めよ．ただし，0◦ < θ < 45◦ とする．

(1) sin θ cos θ (2) sin θ + cos θ (3) sin θ − cos θ (4) sin3 θ − cos3 θ

(1)

tan θ + 1

tan θ =
sin θ
cos θ +

cos θ
sin θ =

sin2 θ + cos2 θ
sin θ cos θ =

1

sin θ cos θ

tan θ + 1
tan θ = 3であるから， 1

sin θ cos θ = 3

よって，sin θ cos θ = 1
3
· · · (i)

(2)
(sin θ + cos θ)2 = sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ = 1 + 2 sin θ cos θ

(i)より，(sin θ + cos θ)2 = 1 + 2 · 1
3 = 5

3

0◦ < θ < 45◦ のとき，sin θ > 0, cos θ > 0より，sin θ + cos θ > 0

よって，sin θ + cos θ =
»

5
3 =

√
15
3

(3)
(sin θ − cos θ)2 = sin2 θ − 2 sin θ cos θ + cos2 θ = 1− 2 sin θ cos θ

(i)より，(sin θ − cos θ)2 = 1− 2 · 1
3 = 1

3

0◦ < θ < 45◦ のとき，sin θ < cos θ より，sin θ − cos θ < 0

よって，sin θ − cos θ = −
»

1
3 = −

√
3

3

(4) sin3 θ − cos3 θ = (sin θ − cos θ)
(
sin2 θ + sin θ cos θ + cos2 θ

)
= −

√
3

3
·
(
1 +

1

3

)
= −

4
√
3

9

◀ tan θ = sin θ
cos θ , sin2 θ +

cos2 θ = 1

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ 0◦ < θ < 45◦ のとき，下
の図のような直角三角形にお
いて，a < b

よって，c sin θ < c cos θ

A

B

C

c

b

a

θ
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解答
4.1

図形と計量（解答） 三角比の定義・性質（解答）

解答（節末）I4.1.5 ⋆⋆ 節末 p.170

問題文
2 直線

√
3x+ y = 0 · · · (i), ax+ by+2 = 0 · · · (ii) がある．直線 (ii) は点 (−1,

√
3) を

通り，2 直線 (i)，(ii)のなす角は 30◦ である．このとき，定数 a, b の値を求めよ．

√
3x+ y = 0より，y = −

√
3x

直線 (i) が x 軸の正の向きとのなす角を θ とすると，tan θ = −
√
3

0◦ ≦ θ < 180◦ より，θ = 120◦

2 直線 (i)，(ii) のなす角が 30◦ であるから，直線 (ii) が x 軸の正の向きとのなす
角は 90◦ または 150◦

（ア）90◦ のとき
直線 (ii) は点 (−1,

√
3) を通り，y 軸に平行であるから，x = −1

式変形すると，2x+ 2 = 0

したがって，これと (ii) を比較すると，a = 2, b = 0

（イ）150◦ のとき
tan 150◦ = − 1√

3
より，直線 (ii) の傾きは − 1√

3

直線 (ii) は点 (−1,
√
3) を通るから，y = − 1√

3
(x+ 1) +

√
3

式変形すると，−x−
√
3y + 2 = 0

したがって，これと (ii) を比較すると，a = −1, b = −
√
3

よって，（ア），（イ）より，a = 2, b = 0 または a = −1, b = −
√
3

◀

x

y(ii)

O

(ii)

(i)

30◦

30◦

−1

√
3

150◦
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

正弦定理と余弦定理（解答）
解答 I4.2.1 ⋆ 問題 p.172

問題文
△ABC において，次の値を求めよ．ただし，外接円の半径を Rとする．
(1) a = 3, A = 60◦, C = 45◦ のとき，c, R
(2) R = 1, a =

√
3 のとき，A

(1) 正弦定理より，

3

sin 60◦
=

c

sin 45◦

よって，

c =
3

sin 60◦
· sin 45◦ = 3÷

√
3

2
· 1√

2
=

6√
6
=

√
6

◀ 正弦定理 a
sin A = c

sin C を
用いる．両辺に sin 45◦ を掛け
ると，c = 3

sin 60◦ · sin 45◦

A

B C

c

3

45◦

60◦

また， 3
sin 60◦ = 2R より，

R =
1

2
· 3÷

√
3

2
=

√
3

(2) 正弦定理より，
√
3

sinA = 2 · 1

したがって，
sinA =

√
3

2

よって，0◦ < A < 180◦ より，

A = 60◦, 120◦

◀ 正弦定理 a
sin A = 2R を用

いる．

◀ 図のように，鋭角と鈍角の
2つの場合がある．

A

B C

A

√
3

◀ 正弦定理 a
sin A = 2R を用

いる．
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答 I4.2.2 ⋆⋆ 問題 p.173

問題文
△ABC において，次の値を求めよ．
(1) a = 6, b = 4, C = 120◦ のとき，c (2) a = 5, b = 7, c = 8 のとき，B

(3) a = 2, c =
√
6, C = 60◦ のとき，b

(1) 余弦定理より，

c2 = 62 + 42 − 2 · 6 · 4 · cos 120◦

= 36 + 16 + 24 = 76

よって，c > 0より，c =
√
76

◀ c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

◀ 辺の長さは正であるから，
c > 0

A

B C

c

4

6

120◦

(2) 余弦定理より，

cosB =
52 + 82 − 72

2 · 5 · 8
=

25 + 64− 49

80
=

40

80
=

1

2

よって，B = 60◦

◀ cosB = a2+c2−b2

2ac

A

B C

8

5

7

60◦

(3) 余弦定理より，

(
√
6)2 = 22 + b2 − 2 · 2 · b · cos 60◦

したがって，b2 − 2b− 2 = 0

これを解くと，b = 1±
√
3

よって，b > 0より，b = 1 +
√
3

◀ c2 = a2 + b2 − 2ab cosC

◀ 辺の長さは正であるから，
b > 0

A

B C
2

b√
6

60◦
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答 I4.2.3 ⋆⋆ 問題 p.174

問題文
次の場合について，△ABCの残りの辺の長さと角の大きさを求めよ．

(1) b =
√
6−

√
2, c = 2, A = 135◦ (2) a = 2

√
2, b = 2, c =

√
6 +

√
2

(1) 余弦定理より，

a2 = (
√
6−

√
2)2 + 22 − 2 · (

√
6−

√
2) · 2 · cos 135◦ = 8

したがって，a > 0 であるから，a =
√
8 =

2
√
2

正弦定理より，

2

sinC =
2
√
2

sin 135◦

ゆえに，sinC = 1
2

◀ 余弦定理でも求めることが
できるが，計算に手間が掛か
る．そこで，正弦定理を用い
るとよい．

A

B C

2
√
6−

√
2

2
√
2

135◦
30◦15◦

0◦ < C < 180◦ − 135◦ より，0◦ < C < 45◦ であるから，C = 30◦

よって，B = 180◦ − (135◦ + 30◦) = 15◦

(2) 余弦定理より，

cosA =
22 + (

√
6 +

√
2)2 − (2

√
2)2

2 · 2 · (
√
6 +

√
2)

=

√
2

2

したがって，A = 45◦

余弦定理より，

cosB =
(
√
6 +

√
2)2 + (2

√
2)2 − 22

2 · (
√
6 +

√
2) · 2

√
2

=
12 + 4

√
3

4
√
2(
√
6 +

√
2)

=

√
3

2

したがって，B = 30◦

A

B C

√
6 +

√
2

2
√
2

2

45◦

105◦
30◦

よって，C = 180◦ − (45◦ + 30◦) = 105◦

◀ C = 150◦ は不適である．

◀ cosB から考えてもよい．

◀ C = 180◦ − (A+B)
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答 I4.2.4 ⋆⋆ 問題 p.175

問題文
△ABCにおいて，b = 2

√
2, c = 2, C = 30◦ のとき，残りの辺の長さと角の大きさを求

めよ．

余弦定理より，22 = a2 + (2
√
2)2 − 2 · a · 2

√
2 · cos 30◦

したがって，a2 − 2
√
6a+ 4 = 0

これを解くと，a =
√
6±

√
2

(i) a =
√
6 +

√
2 のとき

余弦定理より，

cosB =
22 + (

√
6 +

√
2)2 − (2

√
2)2

2 · 2 · (
√
6 +

√
2)

=
1√
2

したがって，B = 45◦

ゆえに，A = 180◦ − (45◦ + 30◦) = 105◦

◀ 計算に手間が掛かる（別解
のように，第一余弦定理を用
いると計算が楽になる）．

A

B C

2 2
√
2

√
6 +

√
2

45◦

105◦

30◦

(ii) a =
√
6−

√
2 のとき

余弦定理より，

cosB =
22 + (

√
6−

√
2)2 − (2

√
2)2

2 · 2 · (
√
6−

√
2)

= − 1√
2

したがって，B = 135◦

ゆえに，A = 180◦ − (135◦ + 30◦) = 15◦ ◀ A = 180◦ − (B + C)

A

CB

2

2
√
2

√
6−

√
2

135◦
30◦

15◦

よって，(i)，(ii) より，a =
√
6 +

√
2, A = 105◦, B = 45◦ または a =

√
6−

√
2, A = 15◦, B = 135◦

【別解】正弦定理より， 2
√
2

sinB = 2
sin 30◦ であるから，sinB =

√
2 · sin 30◦ =

√
2
2

したがって，B = 45◦, 135◦

(i) B = 45◦ のとき，A = 180◦ − (45◦ + 30◦) = 105◦

このとき，
a = c cosB + b cosC

= 2 cos 45◦ + 2
√
2 cos 30◦ =

√
6 +

√
2

(ii) B = 135◦ のとき，A = 180◦ − (135◦ + 30◦) = 15◦

このとき，
a = b cosC + c cosB

= 2
√
2 cos 30◦ + 2 cos 135◦ =

√
6−

√
2

よって，(i)，(ii) より，a =
√
6 +

√
2, A = 105◦, B = 45◦ または a =

√
6−

√
2, A = 15◦, B = 135◦

◀ いずれも a > 0 であるか
ら，場合分けをして考える．

◀ 第一余弦定理より，

a = c cosB + b cosC

第一余弦定理を用いると，計
算が楽になり，役に立つこと
がある．

◀ 第一余弦定理は，90◦ や鈍
角についても成り立つ．
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答 I4.2.5 ⋆⋆⋆ 問題 p.176

問題文
△ABC において，sinA : sinB : sinC = 3 : 5 : 7 が成り立つとき，最大の角の大きさ
を求めよ．

正弦定理 a
sinA = b

sinB = c
sinC より，

a : b : c = sinA : sinB : sinC

したがって，sinA : sinB : sinC = 3 : 5 : 7であるから，

a : b : c = 3 : 5 : 7

ゆえに，最も長い辺は c であるから，C が最大の角である．
a = 3k, b = 5k, c = 7k (k > 0) とおくと，余弦定理より，

cosC =
(3k)2 + (5k)2 − (7k)2

2 · 3k · 5k

=
9k2 + 25k2 − 49k2

30k2

=
−15k2

30k2
= −1

2 B

A

C

7k

3k

5k

120◦

0◦ < C < 180◦ より，C = 120◦

よって，最大の角の大きさは，120◦ である．

◀ k (k > 0)として，
a

3
=

b

5
=

c

7
= k

とおくと，a = 3k, b =

5k, c = 7k

したがって，a < b < cより，

A < B < C

よって，C が最大の角である．
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答 I4.2.6 ⋆⋆⋆ 問題 p.177

問題文
3辺の長さが 2, 3, xである三角形について，次の問いに答えよ．
(1) xのとり得る値の範囲を求めよ．
(2) この三角形が鈍角三角形となるような xの値の範囲を求めよ．

(1) 三角形が成立する条件より，|3− 2| < x < 3 + 2

よって，xのとり得る値の範囲は，1 < x < 5 · · · (i)

(2) (ア) 1 < x < 3のとき
最大の辺の長さは 3であるから，その対角が 90◦ より大きいとき，鈍
角三角形となる．
したがって，32 > 22 + x2

整理すると，x2 − 5 < 0

ゆえに，(x+
√
5)(x−

√
5) < 0

これを解くと，−
√
5 < x <

√
5 · · · (ii)

(i)，(ii)の共通範囲を求めると，1 < x <
√
5

(イ) 3 ≦ x < 5のとき
最大の辺の長さは xであるから，その対角が 90◦ より大きいとき，鈍
角三角形となる．
したがって，x2 > 22 + 32

整理すると，x2 − 13 > 0

ゆえに，(x+
√
13)(x−

√
13) > 0

これを解くと，x < −
√
13,

√
13 < x · · · (iii)

(i)，(iii)の共通範囲を求めると，
√
13 < x < 5

◀ 最大の辺になることができ
る辺は，3と xの 2通りある
ので注意すること．

よって，（ア），（イ）より，求める xの値の範囲は，1 < x <
√
5,

√
13 < x < 5

◀ 三角形の成立条件 |b −
c| < a < b + c を利用する．
|x − 3| < 2 < x + 3 または
|2− x| < 3 < 2 + xを解いて
もよいが，計算に手間が掛か
る．
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答 I4.2.7 ⋆⋆⋆ 問題 p.178

問題文
次の等式が成り立つとき，△ABC はどのような三角形か．
(1) a sinA = b sinB (2) sinA cosA = sinB cosB

(1) a sinA = b sinB · · · (i)とする．
△ABC の外接円の半径を R とすると，正弦定理より，

sinA =
a

2R
, sinB =

b

2R
· · · (ii)

(ii)を (i)に代入すると，
a · a

2R
= b · b

2R

したがって，a2 = b2

a > 0, b > 0より，a = b

よって，BC = CA の二等辺三角形
(2) sinA cosA = sinB cosB · · · (iii)とする．
余弦定理により，

cosA =
b2 + c2 − a2

2bc
, cosB =

c2 + a2 − b2

2ca
· · · (iv)

(ii)，(iv) を (iii)に代入すると，

a

2R
· b

2 + c2 − a2

2bc
=

b

2R
· c

2 + a2 − b2

2ca

両辺に 4Rabcを掛けると，

a2
(
b2 + c2 − a2

)
= b2

(
c2 + a2 − b2

)
整理すると，(a2 − b2

)
c2 −

(
a4 − b4

)
= 0

したがって，(a2 − b2
)
c2 −

(
a2 − b2

) (
a2 + b2

)
= 0

ゆえに，(a+ b)(a− b)
(
c2 − a2 − b2

)
= 0

a+ b > 0 より，a = b または a2 + b2 = c2

よって, △ABC は BC = CA の二等辺三角形 または C = 90◦ の直角三角形

◀ b
sin B = c

sin C = 2R

◀ 両辺に 2Rを掛ける．

◀ 次数の低い c に注目して，
整理するとよい．

◀ a− b = 0または c2 − a2 −
b2 = 0
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答（節末）I4.2.1 ⋆⋆ 節末 p.179

問題文
△ABCの頂点 A, B, Cの対辺をそれぞれ a, b, cとする．C = 60◦のとき， b

c2−a2 +
a

c2−b2

の値を求めよ．

余弦定理より，c2 = a2 + b2 − 2ab cos 60◦ = a2 + b2 − 2ab · 1
2 = a2 + b2 − ab

整理すると，c2 − a2 = b2 − ab

また，c2 − b2 = a2 − ab

よって，これらを与えられた式に代入すると，

b

c2 − a2
+

a

c2 − b2
=

b

b2 − ab
+

a

a2 − ab

=
b

b(b− a)
+

a

a(a− b)

=
1

b− a
+

1

a− b
= 0

◀ c2−a2 = b2−ab, c2−b2 =

a2 − abを代入する．
◀ 約分する．

解答（節末）I4.2.2 ⋆⋆⋆ 節末 p.179

問題文
△ABCにおいて，b = 2, c =

√
6, B = 45◦ のとき，残りの辺の長さと角の大きさを求

めよ．

正弦定理より， 2
sin 45◦ =

√
6

sinC

したがって，sinC =
√
6 · sin 45◦

2 =
√
3
2

B = 45◦ より，0◦ < C < 135◦ であるから，

C = 60◦, 120◦ ◀ C の値が 2つ求められたか
ら，場合分けをして考える．

B C

A

C
45◦

2

a

√
6

2

(i) C = 60◦ のとき
A = 180◦ − (B + C) = 75◦

余弦定理より，22 = a2 + (
√
6)2 − 2 · a ·

√
6 · cos 45◦

したがって，a2 − 2
√
3a+ 2 = 0より，a =

√
3± 1

ここで，A が最大の角であるから，対辺 a が最大の辺である．
ゆえに，a >

√
6より，a =

√
3 + 1

(ii) C = 120◦ のとき
A = 180◦ − (B + C) = 15◦

余弦定理より，22 = a2 + (
√
6)2 − 2 · a ·

√
6 · cos 45◦

したがって，a2 − 2
√
3a+ 2 = 0より，a =

√
3± 1

ここで，A が最小の角であるから，対辺 a が最小の辺である．
ゆえに，a < 2より，a =

√
3− 1

よって，(i)，(ii)より，

A = 75◦, C = 60◦, a =
√
3 + 1 または A = 15◦, C = 120◦, a =

√
3− 1

◀ sin 75◦ は扱いにくいこと
から，正弦定理ではなく，余
弦定理を用いる．

◀ (
√
3 + 1)2 − (

√
6)2 =

2(
√
3−1) > 0より，

√
3+1 >

√
6

◀ 22− (
√
3−1)2 = 2

√
3 > 0

より，
√
3− 1 < 2
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解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答（節末）I4.2.3 ⋆⋆⋆ 節末 p.179

問題文
△ABC において，(b + c) : (c + a) : (a + b) = 4 : 5 : 6, R =

√
3 が成り立つとき，

cosA, a, b, cを求めよ．

(b+ c) : (c+ a) : (a+ b) = 4 : 5 : 6 であるから，b+ c = 8k, c+ a = 10k, a+ b =

12k (k > 0) · · · (i) とおくと，これらの辺々を足し合わせると，2(a+ b+ c) = 30k

したがって，a+ b+ c = 15k · · · (ii)
(i)，(ii) より，a = 7k, b = 5k, c = 3k · · · (iii)
余弦定理より，cosA = (5k)2+(3k)2−(7k)2

2·5k·3k = −1
2

cosA = −1
2 であるから，A = 120◦

これと R =
√
3であるから，正弦定理より， a

sin 120◦ = 2
√
3

よって，a = 2
√
3 sin 120◦ = 3

このとき，(iii)より，k = 3
7 であり，b = 15

7
, c = 9

7

◀ b + c = 4k, c + a =

5k, a + b = 6k とおいても
よいが，a+ b+ c = 15

2 とな
り計算に手間が掛かる．そこ
で，計算を簡単にするために，
4 : 5 : 6を 8 : 10 : 12と考え
ている．

解答（節末）I4.2.4 ⋆⋆⋆ 節末 p.179

問題文
△ABC において，AB = x− 1, AC = x, BC = x+ 1 のとき，次の問いに答えよ．
(1) x のとり得る値の範囲を求めよ．
(2) △ABC が鈍角三角形となる x の値の範囲を求めよ．
(3) △ABC の 1つの内角が 120◦ であるとき，x の値，外接円の半径を求めよ．

(1) x− 1 < x < x+ 1 であるから，三角形が成立する条件より，

x+ 1 < x+ (x− 1)

よって，x のとり得る値の範囲は，x > 2 · · · (i)
(2) 辺 BC が最大の辺であるから，鈍角三角形となる条件は A > 90◦，すなわち，
cosA < 0 である．
余弦定理より，

cosA =
x2 + (x− 1)2 − (x+ 1)2

2x(x− 1)
< 0

したがって，x2 + (x− 1)2 − (x+ 1)2 < 0

整理すると，x2 − 4x < 0

ゆえに，x(x− 4) < 0

これを解くと，0 < x < 4 · · · (ii)
よって，(i)，(ii)より，求める x の値の範囲は，2 < x < 4 · · · (iii)
(3) 長さ x+ 1 の辺に対する角が 120◦ になるから，余弦定理より，

(x+ 1)2 = x2 + (x− 1)2 − 2 · x · (x− 1) · cos 120◦

したがって，2x2 − 5x = 0であるから，x(2x− 5) = 0

(iii) より，2 < x < 4 であるから x = 5
2

外接円の半径を R とすると，正弦定理より， x+1
sin 120◦ = 2R

よって，R = 1
2 ·

5
2
+1

sin 120◦ = 1
2 ·

7
2 ÷

√
3
2 = 7

2
√
3
= 7

√
3

6

◀ 最大の辺の長さは，他の 2
辺の長さの和より小さい．

◀ 鈍角になることができるの
は，最大の角のみである．
◀ (i)より，分母が正であるか
ら，分子は負である．

◀ 1 つの内角が 120◦ である
から，△ABCは鈍角三角形で
ある．

363



解答
4.2

図形と計量（解答） 正弦定理と余弦定理（解答）

解答（節末）I4.2.5 ⋆⋆⋆ 節末 p.179

問題文
次の等式が成り立つとき，△ABC はどのような三角形か．

(a− b) sin2 C = a sin2A− b sin2B

正弦定理より，
(a− b)

( c

2R

)2
= a

( a

2R

)2
− b

(
b

2R

)2

両辺に 4R2 を掛けると，
(a− b)c2 = a3 − b3

したがって，(a− b)c2 = (a− b)
(
a2 + ab+ b2

)
ゆえに，(a− b)

{
c2 −

(
a2 + ab+ b2

)}
= 0

したがって，a = b または c2 −
(
a2 + ab+ b2

)
= 0

(i) a = b のとき
△ABC は BC = CA の二等辺三角形である．
(ii) c2 = a2 + ab+ b2 のとき
余弦定理より，

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab
=
a2 + b2 −

(
a2 + ab+ b2

)
2ab

=
−ab
2ab

= −1

2

したがって，C = 120◦

よって，(i)，(ii)より，△ABC は BC = CA の二等辺三角形 または C = 120◦ の
三角形

◀ sinA = a
2R , sinB =

b
2R , sinC = c

2R

◀ a3 − b3

=(a− b)(a2 + ab+ b2)

◀ αβ = 0 ならば α = 0 また
は β = 0 となる．

◀ ab ̸= 0
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

図形の計量（解答）
解答 I4.3.1 ⋆⋆ 問題 p.181

問題文
次のような △ABC の面積 S を求めよ．

(1) a = 5, c =
√
10, B = 45◦ (2) a = 7, b = 5, c = 8

(1) 求める△ABCの面積 S は，

S =
1

2
ca sinB =

1

2
·
√
10 · 5 · sin 45◦ =

1

2
·
√
10 · 5 ·

√
2

2
=

5
√
20

4
=

5
√
5

2

(2) 余弦定理より，cosA = 52+82−72

2·5·8 = 40
80 = 1

2

sin2A+ cos2A = 1, sinA > 0 より，

sinA =
√
1− cos2A =

√
1−

(
1

2

)2

=

√
3

2

よって，求める△ABCの面積 S は，

S =
1

2
bc sinA =

1

2
· 5 · 8 ·

√
3

2
= 10

√
3

◀ A は三角形の内角である
から，0◦ < A < 180◦ より，
sinA > 0

A

B C

8

7

5

【別解】ヘロンの公式より，s = 7+5+8
2 = 10 であるから，

S =
»
s(s− a)(s− b)(s− c)

=
»

10(10− 7)(10− 5)(10− 8)

=
√
10 · 3 · 5 · 2

=
√
300 = 10

√
3

よって，求める面積 S は，S = 10
√
3

◀
A

B C

√
10

5

45◦
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答 I4.3.2 ⋆⋆ 問題 p.182

問題文
(1) 1 辺の長さが 1 の正八角形の面積 S を求めよ．
(2) 半径 1 の円に内接する正十二角形の面積 S を求めよ．

(1) 右の図のように，1辺の長さが 1の正八角形を
対角線によって 8 個の合同な三角形に分け，3 点
O，A，B をとると，

∠AOB = 360◦ ÷ 8 = 45◦

余弦定理より，

12 = a2 + a2 − 2a · a · cos 45◦

1 = 2a2

(
1−

√
2

2

)
= 2a2 · 2−

√
2

2
= a2(2−

√
2)

◀ AB2 = OA2 + OB2

− 2OA · OB · cos∠AOB

A
B

O

a

a
45◦

したがって，
a2 =

1

2−
√
2
=

2 +
√
2

(2−
√
2)(2 +

√
2)

=
2 +

√
2

2

よって，求める面積 S は，

S = 8×△OAB = 8× 1

2
a2 sin 45◦ = 8×

√
2

4
a2 =

√
2(2 +

√
2) = 2 + 2

√
2

(2) 右の図のように，正十二角形を対角線によって
12 個の合同な三角形に分け，3 点 O，A，B をとる
と，

∠AOB = 360◦ ÷ 12 = 30◦

よって，求める面積 S は，

A B

O

1
1 30◦

S = 12×△OAB = 12× 1

2
· 12 · sin 30◦ = 3

◀ aの値まで求めなくてよい
（a2 のまま扱うとよい）．
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答 I4.3.3 ⋆⋆ 問題 p.183

問題文
△ABC において，a = 4, b = 5, c = 6 とする．このとき，次の値を求めよ．
(1) cosA, sinA (2) △ABC の面積 S

(3) △ABC の内接円の半径 r (4) △ABC の外接円の半径 R

(1) 余弦定理より，cosA = 52+62−42

2·5·6 = 3
4

また，sinA > 0 より，

sinA =

√
1−

(
3

4

)2

=

…
16

16
− 9

16
=

…
7

16
=

√
7

4

(2) 求める△ABCの面積 S は，S = 1
2bc sinA = 1

2 · 5 · 6 ·
√
7
4 = 15

√
7

4

(3) (2)，S = 1
2r(a+ b+ c)より，15

√
7

4 = 1
2r(4 + 5 + 6)

よって，r = 2·15
√
7

4·15 =
√

7
2

(4) 正弦定理より，R = a
2 sinA = 4

2·
√

7
4

= 8√
7
= 8

√
7

7

よって，外接円の半径は，R = 8
√

7
7

◀ cosA = b2+c2−a2

2bc

◀ sin2 A+ cos2 A = 1

◀ 2R = a
sin A より，

R =
a

2 sinA

解答 I4.3.4 ⋆⋆ 問題 p.184

問題文
円に内接する四角形 ABCD において，AB = 8, BC = 4, CD = 4, ∠BCD = 120◦ と
する．このとき，次の値を求めよ．
(1) 対角線 BD の長さ (2) AD の長さ (3) 四角形 ABCD の面積

(1) △BCD において，余弦定理より，BD2 = 42 + 42 − 2 · 4 · 4 · cos 120◦ = 48

よって，BD > 0より，BD = 4
√
3

(2) 四角形 ABCD は円に内接するから，

∠BAD = 180◦ − ∠BCD = 60◦

したがって，△ABD において，余弦定理より，

(4
√
3)2 = AD2 + 82 − 2 · AD · 8 cos 60◦

A B

CD

8

4
4
√
3

4

4

60◦

120◦

整理すると，AD2 − 8AD + 16 = 0より，(AD − 4)2 = 0

よって，AD > 0より，AD = 4

(3) 四角形 ABCD の面積を S とすると，

S = △ABD +△BCD

=
1

2
· 8 · 4 · sin 60◦ +

1

2
· 4 · 4 · sin 120◦

=
1

2
· 8 · 4

√
3

2
+

1

2
· 4 · 4

√
3

2
= 12

√
3

◀ 四角形の面積は，2つの三
角形の面積の和と考えられる．
◀ 2 辺の長さが a, b であり，
その間の角が θ のとき，三角
形の面積 S は，S = 1

2ab sin θ
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答 I4.3.5 ⋆⋆⋆ 問題 p.185

問題文
円に内接する四角形 ABCD において，AB = 3, BC =

√
2, CD =

√
2, DA = 1 とす

る．このとき，次の値を求めよ．
(1) cosB (2) 四角形 ABCD の面積 S

(1) 四角形 ABCD は円に内接するから，

D = 180◦ −B

△ABC において，余弦定理より，

AC2 = 32 + (
√
2)2 − 2 · 3 ·

√
2 · cosB

= 11− 6
√
2 cosB · · · (i)

◀ B +D = 180◦

A B

C
D

3

√
2

√
2

180◦ −B1

△ACD において，余弦定理より，

AC2 = (
√
2)2 + 12 − 2 ·

√
2 · 1 · cos (180◦ −B) = 3 + 2

√
2 cosB · · · (ii)

(i)，(ii) より，11− 6
√
2 cosB = 3 + 2

√
2 cosB

よって，cosB = 1√
2

(2) sinB > 0 より，

sinB =

√
1−

(
1√
2

)2

=

…
2− 1

2
=

1√
2

また，sinD = sin (180◦ −B) = sinB = 1√
2

よって，求める四角形 ABCD の面積 S は，

S = △ABC +△ACD

=
1

2
· 3 ·

√
2 · sinB +

1

2
·
√
2 · 1 · sinD

=
1

2
· 3 ·

√
2 · 1√

2
+

1

2
·
√
2 · 1 · 1√

2
= 2

◀ cos (180◦ − θ) = − cos θ

◀ sin2 B + cos2 B = 1

◀ sin (180◦ − θ) = sin θ

◀ 四角形の面積は，2つの三
角形の面積の和と考えられる．
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答 I4.3.6 ⋆⋆ 問題 p.186

問題文
△ABC において，AB = 4, BC = 6, CA = 5 とする．∠A の二等分線が辺 BC と交わ
る点を D，∠B の二等分線が線分 AD と交わる点を I とする．このとき，次の値を求
めよ．
(1) 線分 AD の長さ (2) 線分 AI の長さ

(1) △ABC において，線分 AD は ∠A の二等分線
であるから，

BD : DC = AB : AC = 4 : 5

BC = 6より，

BD =
4

4 + 5
BC =

4

9
· 6 =

8

3

A

B CD

I

• •

◦◦

4

6

5

△ABC において，余弦定理より，

cosB =
AB2 + BC2 − CA2

2AB · BC =
42 + 62 − 52

2 · 4 · 6
=

9

16

△ABD において，余弦定理より，

AD2 = AB2 + BD2 − 2AB · BD · cosB = 42 +

(
8

3

)2

− 2 · 4 · 8
3
· 9

16
=

100

9

よって，AD > 0 より，
AD =

…
100

9
=

10

3

(2) △ABD において，線分 BI は ∠B の二等分線であるから，

AI : ID = AB : BD = 4 :
8

3
= 3 : 2

よって，AI = 3
3+2AD = 3

5 ×
10
3 = 2

◀ 先に，cosB を求める．

◀ 求めた cosBを用いて，AD
の長さを求める．

◀ 辺の長さは正であるから，
AD > 0

解答 I4.3.7 ⋆⋆ 問題 p.187

問題文
AB = 5, BC = 10, CA = 6 である △ABC において，辺 BC の中点を Mとするとき，
線分 AM の長さを求めよ．

中線定理より，
AB2 + AC2 = 2

(
AM2 + BM2

)
これに，AB = 5, BM = 1

2BC = 5, AC = 6を代入すると，

52 + 62 = 2
(
AM2 + 52

)
したがって，AM2 = 11

2

よって，AM > 0 より，AM =
√

22
2

A

B CM

5 6

55
|| ||

◀ 中線定理を用いると，楽に
中線の長さを求めることがで
きる．
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答 I4.3.8 ⋆⋆ 問題 p.188

問題文
水平な地面に垂直に立つ木があり，木の頂点を A，その真下の地面上の点を D とする．
また，地面上で互いに 200 m 離れた 2 点 B，C を定め，∠ABC, ∠ACB, ∠ACD を測
定したところ，それぞれ 75◦, 60◦, 60◦ であった．このとき，木の高さ ADを求めよ．

△ABC において，

∠BAC = 180◦ − (75◦ + 60◦) = 45◦

正弦定理より，

200

sin 45◦
=

AB
sin 60◦

したがって，

AB =
200

sin 45◦
·sin 60◦ = 200÷ 1√

2
·
√
3

2
= 100

√
6

◀ ∠BAC = 45◦ に注目す
ると，AB の値を求めやすい
（75◦ を扱わないで済む）．先
に正弦定理を用いて ABの値
を求め，次に余弦定理を用い
て ACの値を求める．

A

B

C

D75◦

60◦ 60◦

200

AC = xとすると，余弦定理より，

(100
√
6)2 = 2002 + x2 − 2 · 200 · x · cos 60◦

ゆえに，x2 − 200x− 20000 = 0

これを解くと，x = 100± 100
√
3

したがって，x > 0より，x = 100 + 100
√
3

◀ 空間図形で考えるのではな
く，平面図形を取り出して考
えるとよい．また，扱いやす
さのために ACを xとおいて
いる．

A

B C

75◦ 60◦

45◦

200

100
√
6 x

すなわち，AC = 100 + 100
√
3

△ACD おいて，

AD = AC·sin 60◦ =
(
100 + 100

√
3
)
·
√
3

2
= 50

√
3+150

よって，木の高さは，AD = 50
√
3 + 150 (m)

◀ sin 60◦ = AD
AC

C

A

D

100 + 100
√
3

60◦
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答 I4.3.9 ⋆⋆⋆ 問題 p.189
問題文
右の図のように，底面の半径 5，高さが 12 の直円錐があり，球
O と側面，底面の中心 M で接している．このとき，次の問いに
答えよ．
(1) 円錐の母線の長さを求めよ．
(2) 球 O の半径を求めよ．
(3) 球 O の体積 V と表面積 S を求めよ．

A

B C

O

M

12

A と M を通る平面で円錐を切った切断面は，
右の図のようになる．
(1) 求める母線の長さは，

√
BM2 + AM2 =

√
52 + 122 = 13

(2) 球 O の半径を r，△ABCの面積を S′ と
すると，

◀ 三平方の定理を用いる．

A

B CM

O12

5

r r
r

S′ =
1

2
r(AB + BC + CA) =

1

2
r(10 + 2 · 13) = 18r

S′ = 1
2 · 10 · 12 = 60であるから，18r = 60

よって，r = 10
3

(3) (2) より，V = 4
3π
(
10
3

)3
= 4000

81
π, S = 4π

(
10
3

)2
= 400

9
π

◀ S′ = 1
2r(a+ b+ c)

◀ S′ = 1
2BC · AM

◀ 球の体積は V = 4
3πr

3，表
面積は S = 4πr2

解答 I4.3.10 ⋆⋆⋆⋆ 問題 p.190
問題文
四面体 ABCD において，△BCD は 1 辺の長さが 4 の正三角形であり，∠ADB =

∠ADC = 90◦,AD = 2 である．このとき，頂点 D から平面 ABC に下ろした垂線 DH
の長さを求めよ．

四面体 ABCDの体積を V とする．∠ADB =

∠ADC = 90◦ であるから，

AD ⊥ 面 BCD

したがって，

D

B

C

A

2

4
4

4

V =
1

3
△BCD · AD =

1

3
× 1

2
· 4 · 2

√
3× 2 =

8
√
3

3
· · · (i)

また，A から辺 BC に下ろした垂線の足を T とすると，△ABC は AB = AC =

2
√
5, BC = 4 であるから，

AT =
√

AB2 − BT2 =
»
(2
√
5)2 − 22 = 4

ゆえに，V = 1
3△ABC · DH = 1

3 ×
1
2 · 4 · 4× DH = 8

3DH · · · (ii)
(i)，(ii)より，8

3DH = 8
√
3

3

よって，DH = 8
√
3

3 · 3
8 =

√
3

◀ △BCD を底面，AD を高
さとして考える．また，△BCD
は正三角形である．

◀ △ABC を底面，DH を高
さとして考える．

B

D

C

2
√
3

4

60◦
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答 I4.3.11 ⋆⋆⋆ 問題 p.191

問題文

底面の中心が Oで半径が 2，高さが 2
√
15 の直円錐がある．直円

錐の頂点を A，底面の直径の両端を B，C とし，線分 AC 上に
AP =

√
2 となる点 P をとる．側面上において，点 B から点 P

までに至る最短距離を求めよ．

A

B CO

P

2
√
15

√
2

2

側面を直線 AB に沿って切り開
いた展開図は，右の図のように，
中心 A，半径 AB の扇形となる．
三角形 ABO において，BO =

2, AO = 2
√
15 より，

AB =
»

22 + (2
√
15)2 = 8

求める 最短距離 の長さは，展開
図において，線分 BP の長さであ
る．

A

B

C

P

B′

8

√
2

弧 BCB′ の長さは，2π · 2 = 4π

扇形の半径は 8 であるから，中心角 ∠BAB′ は，

∠BAB′ = 360◦ × 4π

2π · 8
= 90◦

したがって，∠BAC = 45◦

△ABP において，余弦定理より，

BP2 = 82 + (
√
2)2 − 2 · 8 ·

√
2 · cos 45◦ = 66− 16

√
2 ·

√
2

2
= 50

よって，BP =
√
50 = 5

√
2

◀ 弧 BCB′ の長さは，底面の
円の円周に等しい．
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答（節末）I4.3.1 ⋆⋆ 節末 p.192

問題文
半径 a の円に内接する正 n 角形の面積，および外接する正 n 角形の面積を，それぞれ
a と n を用いて表せ．

右の図のように，円 O に内接する正 n 角形の 1 辺
を AB ，外接する正 n 角形の 1 辺を CD とし，CD
の中点を M とする．
OA = a, OB = a, ∠AOB = 360◦

n より，△OAB
の面積は，

△OAB =
1

2
a2 sin 360◦

n

よって，内接する正 n 角形の面積は，

n×△OAB =
1

2
na2 sin

360◦

n

また，OM = a, DM = a tan 180◦

n より，△OCDの
面積は，

△OCD = 2 · 1
2
a · a tan 180◦

n
= a2 tan 180◦

n

◀ 正 n 角形を n 個の合同な
三角形に分割する．

A B

O

aa
360◦

n

C DM

O

a
180◦

n

よって，外接する正 n 角形の面積は，

n×△OCD = na2 tan
180◦

n
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答（節末）I4.3.2 ⋆⋆⋆ 節末 p.192

問題文
△ABC において, sinA

13 = sin B
8 = sinC

7 が成り立つとする．このとき，次の問いに答えよ．
(1) cosA, sinA の値を求めよ．
(2) △ABC の内接円の半径が 1 のとき，△ABC の面積，△ABC の外接円の半径を求
めよ．

(1) 正弦定理 BC
sinA = CA

sinB = AB
sinC より，

BC : CA : AB = sinA : sinB : sinC · · · (i)

sinA
13 = sinB

8 = sinC
7 より，

sinA : sinB : sinC = 13 : 8 : 7 · · · (ii)

(i)，(ii) より，BC : CA : AB = 13 : 8 : 7

BC = 13k, CA = 8k, AB = 7k (k > 0) とおくと，余弦定理より，

cosA =
(8k)2 + (7k)2 − (13k)2

2 · 8k · 7k
= −

1

2

0◦ < A < 180◦ であるから，sinA > 0より，

sinA =
√
1− cos2A =

√
1−

(
−1

2

)2

=

√
3

2

(2) △ABC の面積を S とする．

S =
1

2
· 8k · 7k · sinA = 14

√
3k2

また，内接円の半径が 1であるから，

S =
1

2
· (13k + 8k + 7k) · 1 = 14k

したがって，7k(
√
3k − 1) = 0

k > 0 より，k = 1√
3

ゆえに，AB = 7k = 7 · 1√
3
= 7

√
3

3

求める△ABC の面積 S は，S = 14k = 14 · 1√
3
= 14

√
3

3

外接円の半径を R とすると，正弦定理より， 13k
sinA = 2R

よって，△ABC の外接円の半径は，

R =
13k

2 sinA = 13 · 1√
3
÷

(
2 ·

√
3

2

)
=

13

3

◀

◀ sin2 A+ cos2 A = 1

◀ 2R = BC
sin A より，

R =
BC

2 sinA

A

B C

7k 8k

13k

374



解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答（節末）I4.3.3 ⋆⋆⋆ 節末 p.192

問題文
円に内接する四角形 ABCD がある．AB = 3, BC = CD =

√
3, DA = 2 とする．この

とき，次の問いに答えよ．
(1) cos∠BAD と対角線 BD の長さを求めよ．
(2) 2 つの対角線 AC と BD の交点を E とする．BE : ED と BE の長さを求めよ．

(1) 四角形 ABCDは円に内接するから，

∠BCD = 180◦ − ∠BAD

△ABD において，余弦定理より，

BD2 = 32+22−2·3·2·cos∠BAD = 13−12 cos∠BAD · · · (i)

△BCD において，余弦定理より，

◀ ∠BCD + ∠BAD = 180◦

◀ cos (180◦ − θ) = − cos θ

A

B C

D3

√
3

√
3

2

180◦ −A

BD2 = (
√
3)2+(

√
3)2− 2 ·

√
3 ·

√
3 · cos (180◦ − ∠BAD) = 6+6 cos∠BAD · · · (ii)

(i)，(ii)より，13− 12 cos∠BAD = 6 + 6 cos∠BAD
したがって，cos∠BAD = 7

18

(i)に代入すると，BD2 = 13− 12 ·
(

7
18

)
= 25

3

よって，BD > 0より，BD = 5√
3
= 5

√
3

3

(2) BE : ED = △ABC : △ACD = AB · BC : CD · DA = 3 ·
√
3 :

√
3 · 2 = 3 : 2

よって，BE = BD · 3
3+2 = 5

√
3

3 · 3
5 =

√
3

◀ 下の線分比と面積比の関係
を用いる．

線分比と面積比

右の図において，線分比と面積比の関係より，

a : b = △ABD : △CBD =
1

2
cd sin∠BAD :

1

2
ef sin (180◦ − ∠BAD) = cd : ef

A

B C

Dd

e

f

c

a

b
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解答
4.3

図形と計量（解答） 図形の計量（解答）

解答（節末）I4.3.4 ⋆⋆⋆ 節末 p.192

問題文
AB =

√
6, AD =

√
3, AE = 1 である右の図のような

直方体 ABCD−EFGH がある．このとき，次の値を求
めよ．
(1) ∠ACF
(2) △ACF の面積
(3) 四面体 BAFC の体積
(4) B から平面 AFC に下ろした垂線の長さ

√
3

√
6

1

A
B

CD

E F

GH

(1) AC2 = AB2 + BC2 より，AC =
√
6 + 3 =

√
9 = 3

AF2 = AE2 + EF2 より，AF =
√
6 + 1 =

√
7

CF2 = BF2 + BC2 より，CF =
√
1 + 3 =

√
4 = 2

△AFC において，余弦定理より，

◀ 三平方の定理を用いる．
A

F

C

√
7

3

2

cos∠ACF =
32 + 22 − (

√
7)2

2 · 3 · 2
=

1

2

よって，0◦ < ∠ACF < 180◦ より，∠ACF = 60◦

(2) △ACF の面積を S とすると，S = 1
2 · 3 · 2 · sin∠ACF = 1

2 · 3 · 2 ·
√
3
2 = 3

√
3

2

(3) 四面体 BAFC の体積を V とすると，

V =
1

3
· △ABF · BC =

1

3
·
(
1

2
·
√
6 · 1

)
·
√
3 =

√
18

6
=

√
2

2
· · · (i)

(4) 求める垂線の長さを h とすると，V = 1
3 · △ACF · h

したがって，(i)，(ii)より，
√
2
2 = 1

3 ·
3
√
3

2 · h · · · (ii)
よって，h =

√
6

3

◀ △ABFを底面とすると，V
が求められる．

解答（節末）I4.3.5 ⋆⋆⋆ 節末 p.192

問題文
底面の半径

√
5 の直円錐に半径 1 の球が内接している．このとき，この直円錐の体積を

求めよ．

右の図のように，直円錐の頂点 A と底面の円の
直径 BC を含む平面 (切断面) を考える．球の中
心を O，直円錐と球との接点を D, E, F とし，
AD = x, AO = y とおく．
△ADO ∼ △AEB より， ◀ ∼は相似を表す．∠DAO =

∠EAB，∠ADO = ∠AEBよ
り，相似である．

A

B C

D E

F

O
y

x

√
5

√
5 1 1

1

AD : AE = DO : EB，すなわち，x : (y + 1) = 1 :
√
5 · · · (i)

AO : AB = DO : EB，すなわち，y : (x+
√
5) = 1 :

√
5 · · · (ii)

(i)より，y + 1 =
√
5x · · · (iii)

(ii)より，x+
√
5 =

√
5y，すなわち，x =

√
5(y − 1) · · · (iv)

(iii)，(iv)より，y + 1 =
√
5 ·

√
5(y − 1)

したがって，y + 1 = 5(y − 1)より，y = 3
2

このとき，これを (iv)に代入すると，x =
√
5
2

よって，求める直円錐の体積を V とすると，V = 1
3 · π · (

√
5)2 ·

(
3
2 + 1

)
= 25

6
π

◀ 2つの接線の長さは等しい
ので，BD = BE =

√
5であ

る．（数学 Aで学習する）

◀ 高さ AE = AO + OE
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解答
4.4

図形と計量（解答） 章末問題 4（解答）

章末問題 4（解答）
解答（章末）I4.1 ⋆⋆ 章末 p.193

問題文
sin θ + cos θ = 1√

5
のとき，tan3 θ + 1

tan3 θ の値を求めよ．

tan3 θ +
1

tan3 θ
=

(
tan θ + 1

tan θ

)3

− 3 tan θ · 1

tan θ

(
tan θ + 1

tan θ

)
=

(
tan θ + 1

tan θ

)3

− 3

(
tan θ + 1

tan θ

)
· · · (i)

また，

tan θ + 1

tan θ =
sin θ
cos θ +

cos θ
sin θ =

sin2 θ + cos2 θ
sin θ cos θ =

1

sin θ cos θ · · · (ii)

sin θ + cos θ = 1√
5
の両辺を 2 乗すると，sin2 θ + 2 sin θ cos θ + cos2 θ = 1

5

したがって，1 + 2 sin θ cos θ = 1
5

整理すると，sin θ cos θ = −2
5

ゆえに，(ii)より，tan θ + 1
tan θ = −5

2

よって，(i)より，tan3 θ + 1
tan3 θ =

(
−5

2

)3 − 3 ·
(
−5

2

)
= −65

8

◀ a3 − b3

=(a− b)(a2 + ab+ b2)

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1

解答（章末）I4.2 ⋆⋆⋆⋆ 章末 p.193

問題文
sin2 θ+ 2a cos θ− 3 = 0 が 90◦ ≦ θ ≦ 180◦ の範囲に解をもつための定数 a の値の範囲
を求めよ．

cos θ = tとおくと，与えられた方程式は，1−t2+2at−3 = 0，すなわち，t2−2at+2 = 0

となり，この 2次方程式の判別式を D とする．
90◦ ≦ θ ≦ 180◦ のとき，−1 ≦ cos θ ≦ 0 より，−1 ≦ t ≦ 0

f(t) = t2 − 2at+2とおくと，与えられた方程式が 90◦ ≦ θ ≦ 180◦ に解をもつのは，
y = f(t)のグラフが −1 ≦ t ≦ 0の範囲で t軸と共有点をもつときである．
また，f(−1) = 2a+ 3, f(0) = 2より，f(0) > 0 であるから，求める条件は，(i)，
(ii)の場合に分けられる．
(i) f(−1) ≦ 0，すなわち，a ≦ −3

2 のとき
f(−1) · f(0) ≦ 0となることから，これは求める条件を満たす．
(ii) f(−1) > 0，すなわち，a > −3

2 のとき
求める条件は，（ア）D ≧ 0 （イ）軸 t = aが −1 < t < 0である．

（ア）D4 = (−a)2−1·1·2 = a2−2であり，D ≧ 0から，a ≦ −
√
2,

√
2 ≦ a

（イ）y = f(t) の軸は直線 t = aであり，軸が −1 < t < 0 の間にある
から，−1 < a < 0

したがって，（ア），（イ）より，これらを同時に満たすaの値は存在しない．
よって，(i)，(ii)より，求める定数 a の値の範囲は，a ≦≦≦ −3

2

◀ sin2 θ + cos2 θ = 1 より，
sin2 θ = 1− cos2 θ

◀

◀ 下の図のようになるaの値
は存在しない．

x = −1

x

y

2

O

x = −1

x

y

2

O
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解答
4.4

図形と計量（解答） 章末問題 4（解答）

解答（章末）I4.3 ⋆⋆⋆ 章末 p.193

問題文
三角形 ABCの辺 BCを 8 : 5 に内分する点を Dとする．AB = 7, AC = 5

√
3, AD = 5

であるとき，次の値を求めよ．

(1) ∠ADB の大きさ (2) △ABC の面積

(1) BD : DC = 8 : 5 より，BD = 8k, DC = 5k (k > 0)，また，∠ADB = θ とおく．
△ABD において，余弦定理より，72 = 52 + (8k)2 − 2 · 5 · 8k · cos θ
整理すると，8k2 − 10k cos θ − 3 = 0 · · · (i)
△ACD において，余弦定理より，(5

√
3)2 = 52 + (5k)2 − 2 · 5 · 5k · cos (180◦ − θ)

したがって，75 = 25 + 25k2 + 50k cos θ
整理すると，5k2 + 10k cos θ − 10 = 0 · · · (ii)
(i)と (ii)の辺々を足し合わせると，13k2 − 13 = 0

ゆえに，k > 0より，k = 1

これを (i)に代入すると，cos θ = 1
2 より，θ = 60◦

よって，∠ADB = 60◦

(2) 求める△ABCの面積は，

△ABC =
13

8
△ABD =

13

8
· 1
2
· 5 · 8 sin 60◦ =

65
√
3

4

A

B CD
θ 180◦ − θ

7 5
√
3

5k

5

8k

◀ cos (180◦ − θ) = − cos θ

◀ (ii)に代入してもよい．

◀ BD : BC = 8 : 13 より，
△ABD : △ABC = 8 : 13

なお，Aから BCに垂線を下
ろし，60◦ の三角比から高さ
を考えることで面積を求めて
もよい．
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解答
4.4

図形と計量（解答） 章末問題 4（解答）

解答（章末）I4.4 ⋆⋆⋆⋆ 章末 p.193

問題文
1辺の長さが 3の正三角形 ABCがある．辺 AB，AC上に，それぞれ頂点とは異なる点
D，Eを，AD = CEを満たすようにとる．また，四角形 DBCEの面積を S とする．
(1) DEの長さの最小値を求めよ．
(2) 面積 S の最小値とそのときの ADの長さを求めよ．

(1) AD = CE = x とすると，

0 < x < 3

△ADE において，余弦定理より，

DE2 =x2 + (3− x)2 − 2x · (3− x) · cos 60◦

=3x2 − 9x+ 9

=3

(
x− 3

2

)2

+
9

4

したがって，0 < x < 3 の範囲において，DE2 は
x = 3

2 のとき，最小値 9
4

A

B C

D
E

60◦
x

3

3− x

xS

x

DE2

O 3

9

3
2

9
4

◀ 1辺の長さが 3であるから，
x < 3であり，また，辺の長
さは正であるから，0 < xで
ある．

よって，DE > 0 であるから，DE は AD = 3
2 のとき，最小値 3

2

(2)

S = △ABC −△ADE

=
1

2
· 3 · 3

√
3

2
− 1

2
x(3− x) sin 60◦

=

√
3

4
{9− x(3− x)}

=

√
3

4

(
x2 − 3x+ 9

)
=

√
3

4

(
x− 3

2

)2

+
27
√
3

16

◀ 三角形の面積 ABCの面積
は， 1

2 · 3 · 3
√

3
2

x

S

O 3

9

3
2

27
√

3
16

よって，0 < x < 3の範囲において，S は AD = 3
2
のとき，最小値 27

√
3

16

◀ DE2 が最小となるとき，
DEも最小となる．

A

B C

60◦

3

3
√
3

2
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解答
4.4

図形と計量（解答） 章末問題 4（解答）

解答（章末）I4.5 ⋆⋆⋆ 章末 p.193

問題文
1 辺の長さが 6 の正四面体 ABCD について，辺 BC 上に BE : EC = 1 : 2 となるよう
に点 E をとり，辺 CD の中点を M，∠EAM = θ とする．このとき，次の値を求めよ．
(1) cos θ (2) △AEM の面積 S

(1) △ACM は，∠AMC = 90◦ の直角三角形であるから，

AM = AC sin∠ACM = AC sin 60◦ = 6 ·
√
3

2
= 3

√
3

△ABE において，余弦定理により，

AE2 = 62 + 22 − 2 · 6 · 2 · cos 60◦ = 28

したがって，AE > 0より，AE = 2
√
7

△CEM において，余弦定理より，

EM2 = CE2 + CM2 − 2 · CE · CM · cos∠ECM
= 42 + 32 − 2 · 4 · 3 · cos 60◦ = 13

ゆえに，EM > 0より，EM =
√
13

△EAM において，余弦定理より，

cos θ = (3
√
3)2 + (2

√
7)2 − (

√
13)2

2 · 3
√
3 · 2

√
7

=

√
21

6

(2) sin θ > 0であるから，

sin θ =
√

1− cos2 θ =

Ã
1−

(√
21

6

)2

=

√
15

6

よって，求める△AEM の面積 S は，

S =
1

2
· AM · AE · sin θ = 1

2
· 3
√
3 · 2

√
7 ·

√
15

6
=

3
√
35

2

◀

◀ 0◦ < θ < 180◦ のとき，
sin θ > 0

B

C

D
E

A

M||

||

6

2

4
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解答
5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

データの分析（解答）
データの整理と分析（解答）
解答 I5.1.1 ⋆ 問題 p.200
問題文
次のデータは，ある月の A市の毎日の降水量の記録である．

3.5, 7.2, 2.1, 9.1, 6.1, 4.3, 2.9, 3.7, 5.8, 0.0,
2.1, 8.4, 0.7, 1.2, 5.0, 4.9, 3.3, 6.7, 7.8, 2.5,
1.0, 6.2, 1.6, 4.0, 2.3, 0.8, 3.9, 1.5, 0.0, 5.5 (mm)

(1) 階級の幅を 2 mm として，度数分布表を作成せよ．ただし，階級は 0 mm から区切
り始めるものとする．
(2) (1) で作った度数分布表をもとにヒストグラムをかけ．

(1) 階級 ( mm ) 度数
0以上 2未満 8

2 ～ 4 9
4 ～ 6 6
6 ～ 8 5
8 ～ 10 2
計 30

(2)

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

降水量 (mm)

日
数
（
日
） ◀ 0mm 以上 2mm 未満から

考え，5個の階級に分ける．

解答 I5.1.2 ⋆ 問題 p.201
問題文
次のデータは，Aクラス 6 人，Bクラス 5 人の 10点満点のテストの得点である．

Aクラス：7, 8, 6, 9, 5, 8（点） Bクラス：4, 5, 6, 7, 3 （点）

(1) Aクラスのデータの平均値と Bクラスのデータの平均値をそれぞれ求めよ．ただし，
小数第 3位を四捨五入せよ．
(2) Aクラスと Bクラスを合わせた 11 人のデータの平均値を求めよ．ただし，小数第 3
位を四捨五入せよ．
(3) Aクラスのデータの中央値と Bクラスのデータの中央値をそれぞれ求めよ．

(1) Aクラスの平均値は，7+8+6+9+5+8
6 = 43

6 ≒ 7.17 (点)
Bクラスの平均値は，4+5+6+7+3

5 = 25
5 = 5 (点)

(2) Aクラスと Bクラスを合わせた 11 人のデータの平均値は，

43 + 25

11
=

68

11
≒ 6.18 (点)

(3) Aクラスのデータの中央値は，データを小さい順に並べると，5, 6, 7, 8, 8, 9

よって，中央値は 3番目の値と 4番目の値の平均値であるから，7+8
2 = 7.5 (点)

Bクラスのデータの中央値は，データを小さい順に並べると，3, 4, 5, 6, 7

よって，中央値は 3番目の値である 5 (点)

◀ (平均値) = (データの値の総和)
(データの値の個数)

◀ (1)より，Aクラスのデー
タの総和は 43，Bクラスのデ
ータの総和は 25である．

◀ データの個数が奇数個（5
個）である．
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5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.3 ⋆ 問題 p.202
問題文
右の表は，ある家庭の 10日間の 1日の電気使用量（整
数）の記録である．
(1) このデータの平均値の最小値と最大値を求めよ．
(2) 10 日間の電気使用量の平均は 12（kWh）であり，各
日の電気使用量は x, 18, 15, 13, 12, 10, 10, 8, 7, 6

(kWh) であった．x の値を求めよ．

使用量の階級（kWh） 日数
5 以上 10 未満 3

10 ～ 15 4
15 ～ 20 3
計 10

(1) データの平均値が最小となるのは，データのそれぞれの値が各階級の最小の値と
なるときであるから， 1

10(5× 3 + 10× 4 + 15× 3) = 10

よって，平均値の 最小値は，10 (kWh)
データの平均値が最大となるのは，データのそれぞれの値が各階級の最大の値とな
るときであるから， 1

10(9× 3 + 14× 4 + 19× 3) = 14

よって，平均値の 最大値は，14 (kWh)
【別解】データの平均値が最大となるのは，データのそれぞれの値が最小の値より

4kWhだけ大きいときであるから，平均使用量も 4kWh高くなり，10+4 = 14 (kWh)
(2) 合計使用量を考えると，

x+ 18 + 15 + 13 + 12 + 10 + 10 + 8 + 7 + 6 = 12× 10

したがって，x+ 99 = 120

よって，x = 21

◀ 使用量は整数であるから，
例えば 5 以上 10 未満の階級
において，最大の値（最大値）
は 9である．

解答 I5.1.4 ⋆⋆ 問題 p.203
問題文
次のデータは，ある学生が過去 12 ヶ月間に記録した月ごとの読書冊数である．このデー
タの箱ひげ図をかけ．ただし，外れ値がある場合は，外れ値を示して箱ひげ図をかけ．

13, 15, 14, 17, 16, 19, 18, 20, 21, 23, 25, 32 (冊)

与えられたデータを小さい順に並べると，次のようになる．

13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 25, 32

したがって，最大値は 32 冊，最小値は 13 冊
第 1四分位数は，Q1 =

15+16
2 = 15.5 (冊)

第 2四分位数（中央値）は，Q2 =
18+19

2 = 18.5 (冊)
第 3四分位数は，Q3 =

21+23
2 = 22 (冊)

四分位範囲は，Q3 −Q1 = 22− 15.5 = 6.5 (冊)
ここで，6.5× 1.5 = 9.75 より，外れ値の目安は，15.5− 9.75 = 5.75より，5.75以
下か，22 + 9.75 = 31.75より，31.75以上のデータである．
ゆえに，32 は外れ値となる．
よって，箱ひげ図は次のようになる．

13 2515.5 18.5 22 32

（冊）
外れ値

◀ 四分位範囲の 1.5倍以上離
れているか否かで判断する．

◀ 外れ値を除いた最大の値が
最大値となる．また，求めた
5数要約はそのまま示す．
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データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.5 ⋆⋆ 問題 p.204

問題文
右の図は，生徒数がいずれも 36 人の A
組，B 組，C 組に 100 点満点の同じテス
トを行った結果を箱ひげ図に表したもの
である．
(1) 上位 9 人の散らばりが最も小さい組
はどれか．
(2) 70 点以上の生徒が 18 人以上いる組
はどれか．
(3) 75 点をとった生徒が上位から 14 番
目，45 点をとった生徒が上位から 23 番
目であった組はどれか．
(4) 全体の散らばりが最も大きい組はど
れか．

（点）
C組

10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

B組
A組

各組の生徒数は 36 人であるから，中央値は点数の低い方から 18 番目と 19 番目の
得点の平均値である．また，第 1 四分位数は点数の低い方から 9 番目と 10 番目の
得点の平均値であり，第 3 四分位数は点数の高い方から 9 番目と 10 番目の得点の
平均値である．
(1) 上位 9 人の散らばりが最も小さい，つまり，箱ひげ図の第 3四分位数から最大
値までが最も短い組であるから，B組
(2) 生徒 18 人は，各組の生徒数 36 人の 50%（半分）に相当する．つまり，中央値
が 70 点以上の組であるから，A組
(3) 上位から 14 番目は中央値 Q2 と第 3 四分位数 Q3 の間に位置し，上位から 23
番目は第 1 四分位数 Q1 と中央値 Q2 の間に位置する．箱ひげ図が，Q1 < 45 <

Q2 < 75 < Q3 となっている組であるから，C組
(4)全体の散らばりは，範囲で決まるから，全体の散らばりが最も大きい，つまり，全
体が最も長い組であるから，C組

◀ 範囲の大小から散らばりを
考えることができる．
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データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.6 ⋆⋆ 問題 p.205

問題文

右のヒストグラムは，ある地域の 163世帯について，
ある電化製品の週末の電力使用時間（分）を調査し
た結果である．平日，週末の電力使用時間に対応す
る箱ひげ図を，左下の (i)～(iv) からそれぞれ 1 つ
ずつ選べ．

（分）
30 60 90 120 150 1800

(iv)
(iii)
(ii)
(i)

0 30 60 90 120 150 180
0

10

20

30

40

50

時間（分）

世
帯
数

(世
帯

)

平日

0 30 60 90 120 150 180
0

10

20

30

40

50

時間（分）
世
帯
数

(世
帯

)

週末

世帯数は 163世帯であるから，データの値を小さい順に並べたとき，41番目の値が
第 1四分位数，82番目の値が第 2四分位数，123番目の値が第 3四分位数である．ヒ
ストグラムより，41番目，82番目，123番目の値が含まれる階級は次のようになる．

最小値 41 番目の値 82 番目の値 123 番目の値 最大値
平日 0 ～ 30 30 ～ 60 60 ～ 90 90 ～ 120 150 ～ 180
週末 0 ～ 30 30 ～ 60 60 ～ 90 120 ～ 150 150 ～ 180

よって，平日，週末の電力使用時間の箱ひげ図はそれぞれ 平日は (iii)，週末は (ii)

◀ ヒストグラムから 41番目，
82番目，123番目の値の階級
を読み取る．
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データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.7 ⋆⋆ 問題 p.206

問題文
下の表は A，B の 2つの倉庫で 1日あたりの荷物の搬入量（単位: 箱）を 10 日間調査
した結果である．

日 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A倉庫の搬入量 (箱) 8 6 6 7 7 8 8 7 6 7
B倉庫の搬入量 (箱) 5 4 5 6 4 5 5 7 4 5

（1）A倉庫，B倉庫それぞれの搬入量の平均値 a, b, 分散 sa
2, sb

2, 標準偏差 sa, sb を
求めよ．ただし，

√
3 = 1.73,

√
5 = 2.24 とし，標準偏差は小数第 2 位を四捨五入して

答えよ．
(2) (1) から，A倉庫，B倉庫の 2つの倉庫の搬入量の散らばりはどちらが大きいか．

(1) a =
1

10
(8 + 6 + 6 + 7 + 7 + 8 + 8 + 7 + 6 + 7) = 7 (箱)

sa
2 =

1

10

{
(8− 7)2 + (6− 7)2 + (6− 7)2 + (7− 7)2 + (7− 7)2

+(8− 7)2 + (8− 7)2 + (7− 7)2 + (6− 7)2 + (7− 7)2
}

=0.6

sa =
√
0.6 =

√
60

10
=

√
3×

√
5

5
≒ 0.8 (箱)

b =
1

10
(5 + 4 + 5 + 6 + 4 + 5 + 6 + 6 + 4 + 5) = 5 (箱)

sb
2 =

1

10

{
(5− 5)2 + (4− 5)2 + (5− 5)2 + (6− 5)2 + (4− 5)2

+(5− 5)2 + (5− 5)2 + (7− 5)2 + (4− 5)2 + (5− 5)2
}

=0.8

sb =
√
0.8 =

√
80

10
=

√
16×

√
5

10
≒ 0.9 (箱)

(2) sb > sa より，B倉庫の方が搬入量の散らばりが大きい．

◀ 平均値は整数である．

◀ s2 = (x2 の平均値) −
(xの平均値)2 を用いて求めて
もよい．
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解答
5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.8 ⋆⋆ 問題 p.207
問題文
右の表はクラス A とクラス B の 4 日間における生
徒の読書ページ数のデータである．
(1) クラス A の読書ページ数の平均値と分散を求
めよ．
(2) クラス B の 1 日目から 4 日目までの読書ペー
ジ数の平均値は 12 ページ，分散は 30.5 であると
き，クラス B の読書ページ数 a, b を求めよ．ただ
し，a < b とする．

日数 クラス A クラス B
1 5 a

2 8 16
3 7 12
4 6 b

(1) クラス A の読書ページ数の平均値は，1
4(5 + 8 + 7 + 6) = 6.5 (ページ)

クラス A の読書ページ数の分散は，
1

4

(
52 + 82 + 72 + 62

)
− 6.52 = 43.5− 42.25 = 1.25

(2) 平均値が 12 ページであるから，1
4(a+ 16 + 12 + b) = 12

したがって，a+ b = 20 · · · (i)
分散が 30.5 であるから，

1

4

{
(a− 12)2 + (16− 12)2 + (12− 12)2 + (b− 12)2

}
= 30.5

ゆえに，(a− 12)2 + (b− 12)2 = 106 · · · (ii)
(i) より，b = 20− a を (ii) に代入すると，a2 − 20a+ 51 = 0

よって，a = 3, 17

これを (i) に代入すると，a < b より，a = 3, b = 17

◀ s2 = (x2 の平均値) −
(xの平均値)2 を用いて求めて
いる．
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解答
5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.9 ⋆⋆ 問題 p.208
問題文
次のデータは，あるクラスの 12人の生徒があるテストで得た点数を並べたものである．

80, 85, 90, 88, 76, 94, 89, 92, 81, 84, 87, 80 （点）

(1) このデータの平均値を求めよ．
(2) このデータに誤りが見つかり，正しくは 92 点が 88 点，94 点が 98 点であった．こ
の誤りを修正すると，平均値，分散は，修正前から増加するか，減少するか，変化しない
かを答えよ．

(1) 1
12(80 + 85 + 90 + 88 + 76 + 94 + 89 + 92 + 81 + 84 + 87 + 80) = 85.5 (点)

(2) 92 + 94 = 88 + 98 であるから，データの総和は変わらず，平均値は修正前と同
じである．
よって，修正後の平均値は変化しない．
また，修正前の 2つのデータの偏差の 2 乗の和は，

(92− 85.5)2 + (94− 85.5)2 = 114.5

修正後の 2つのデータの偏差の 2 乗の和は，

(88− 85.5)2 + (98− 85.5)2 = 162.5

よって，偏差の 2 乗の総和は増加するため，分散は修正前より増加する．

◀ 平均値が修正前と修正後で
一致しているから，修正して
いない 10人分のデータは，偏
差の 2乗の値に変化はない．

解答 I5.1.10 ⋆⋆ 問題 p.209
問題文
変量 x のデータの平均値 x が x = 50，分散 sx

2 = 36 であるとする．このとき，次の式
によって得られる変量 y のデータについて，平均値 y，分散 sy

2，標準偏差 sy を求めよ．

(1) y = x− 20 (2) y = 3x (3) y = −2x+ 10 (4) y = x−50
6

(1) y = x− 20 = 50− 20 = 30

sy
2 = 12 × sx

2 = 36

sy = 1× sx =
√
36 = 6

(2) y = 3x = 3× 50 = 150

sy
2 = 32 × sx

2 = 9× 36 = 324

sy = 3× sx = 3×
√
36 = 18

(3) y = −2x+ 10 = −2× 50 + 10 = −100 + 10 = −90

sy
2 = (−2)2 × sx

2 = 4× 36 = 144

sy = |−2| × sx = 2×
√
36 = 12

(4) y =
x− 50

6
=

50− 50

6
= 0

sy
2 =

sx
2

62
=

36

36
= 1

sy =
sx
6

=

√
36

6
= 1

◀ 標準偏差 sy は，分散 sy
2

より求めてもよい．
例：(1) sy

2 = 36より，

sy =
√
36 = 6

(2) sy
2 = 324より，

sy =
√
324 = 18
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解答
5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.11 ⋆⋆ 問題 p.210
問題文
次のような変量 x のデータがある．このとき，次の問いに答えよ．

550, 620, 590, 570, 610, 630, 560, 580, 590, 600

(1) y = x− 600 とおくことにより，変量 x のデータの平均値 x を求めよ．
(2) z = x−600

10 とおくことにより，変量 x のデータの分散を求めよ．

(1) y のデータの平均値を y とすると，

y =
1

10
{−50 + 20− 10− 30 + 10 + 30− 40− 20− 10 + 0} = −10

よって，x は，x = y + 600 = −10 + 600 = 590

(2) z = x−600
10 とおくと，z, z2 の値は次のようになる．

x 550 620 590 570 610 630 560 580 590 600 計
y −50 20 −10 −30 10 30 −40 −20 −10 0 −100

z −5 2 −1 −3 1 3 −4 −2 −1 0 −10

z2 25 4 1 9 1 9 16 4 1 0 70

したがって，z のデータの分散は，z のデータの平均値を z とすると，

z2 − (z)2 =
70

10
−
(
−10

10

)2

= 7− 1 = 6

よって，x のデータの分散は，102 × 6 = 100× 6 = 600

◀ x = 1
10 (550 + · · · + 600)

を用いても平均値は求められ
るが，計算に手間が掛かる．

◀ sx
2 = 102sz

2

解答 I5.1.12 ⋆ 問題 p.211
問題文
あるクラスの 10名の生徒について，2つの指標 X, Y でテスト結果を評価した．指標 X
の評価値の分散は 33

4 ，指標 Y の評価値の分散は 33
4 で，X と Y の評価値の共分散は

− 15
2 であった．このとき，X と Y の評価値の相関係数を求めよ．また，X と Y の評価

値として対応する散布図を次の (i)～(iii)から選べ．
(i) (ii) (iii)

X の評価値の分散が 33
4 より，標準偏差は

»
33
4

Y の評価値の分散が 33
4 より，標準偏差は

»
33
4

X と Y の評価値の共分散が −15
2 より，求める相関係数は，

−15
2»

33
4 ×
»

33
4

= −30

33
= −

10

11

また，相関係数は負で，強い負の相関があるため，散布図は (i)

◀ x と y の相関係数は，
(xとyの共分散)

(xの標準偏差)× (yの標準偏差)

◀ 負の相関関係があるとき，
散布図は右下がりの分布とな
る．
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解答
5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答 I5.1.13 ⋆⋆ 問題 p.212
問題文
次の表は，5 名の生徒 A，B，C，D，Eの運動時間 x（時間）と体力テストの点数 y（点）
を測定した結果である．このとき，x と y の相関係数 r を求めよ．

A B C D E
運動時間 x（時間） 8 6 8 5 8
点数 y（点） 10 12 15 10 13

x, y のデータの平均値をそれぞれ x, y とすると，

x =
1

5
(8 + 6 + 8 + 5 + 8) = 7 (時間),

y =
1

5
(10 + 12 + 15 + 10 + 13) = 12 (点)

したがって，下のような表が得られる．

x y x− x y − y (x− x)2 (y − y)2 (x− x)(y − y)

A 8 10 1 −2 1 4 −2

B 6 12 −1 0 1 0 0

C 8 15 1 3 1 9 3

D 5 10 −2 −2 4 4 4

E 8 13 1 1 1 1 1

計 35 60 0 0 8 18 6

よって，相関係数 r は，r = 6√
8×18

= 6√
144

= 6
12 = 0.5

◀ 表を用いるとよい．

解答 I5.1.14 ⋆⋆ 問題 p.213

問題文
ある商品に新機能を追加し，20 人に対しアンケートをとったところ，15 人が「新機能が
役立つ」と回答した．この結果から，新機能が役立つと判断してよいか．仮説検定によ
り，基準となる確率を 0.05 として考察せよ．ただし，50%の確率で表が出る公正なコイ
ンを 20 回投げて，表が出た回数を記録する実験を 200 セット行ったところ次の表のよ
うになったとして，この結果を用いよ．

表が出た回数 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 計
度数 1 2 6 12 16 23 25 31 27 21 16 8 6 3 2 1 200

「新機能が役立つ」と判断してよいかを考察するために，これに反する「新機能が役
立つとはいえない」，すなわち，「新機能が役立つ結果が得られたのは偶然である」と
いう仮説を立てる．このとき，公正なコインの実験結果から，表が出た回数が 15回
以上である場合の相対度数は，

6 + 3 + 2 + 1

200
=

12

200
= 0.06

よって，これは 0.05 より大きいから，偶然に起こり得る事象であるといえる．すな
わち，仮説を棄却することはできず，新機能が役立つとは判断できない．

◀ コインを投げたときの表裏
がそれぞれ出る確率と同様に
考えることができる．

◀ 基準となる確率との大
小を比較する．ここでは
0.06 > 0.05から，仮説は棄却
されない．
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解答
5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答（節末）I5.1.1 ⋆⋆ 節末 p.214

問題文
右の図は，生徒数がいずれも 40 人の A
組，B 組，C 組に 100 点満点の同じテス
トを行った結果を箱ひげ図に表したもの
である．次の (i)～(iv)の記述のうち，適
切ではないものを答えよ．
(i) B 組の合計得点は A 組の合計得点よ
り小さい．
(ii) A 組と B 組において，得点が 60 点
以上の人数は同じである．
(iii) B 組で得点が 50 点以上の人数は 20
人以上である．
(iv) B 組の生徒が，A 組，B 組，C 組全
体の最高得点をとっている．

（点）
C組

10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

+

B組 +

A組 +

(i) A 組，B 組の得点の平均値は，それぞれおおよそ 55 点，50 点と読み取れる．
A 組，B 組ともに人数は同じであるから，平均値が小さいB 組の合計得点が A 組
より低く，適切である．
(ii) A 組，B 組とも中央値が 60 点であるが，得点が 60 点以上の生徒の人数は箱ひ
げ図からは読み取れない．
したがって，60 点以上の人数が同じであるとは限らず，適切ではない．
(iii) B 組の得点の中央値は 60 点であるため，少なくとも 20 人が 60 点以上の得点
をとっている．
したがって，50 点以上の人数は 20 人以上であるので，適切である．
(iv) A 組，B 組，C 組の得点の最大値は，それぞれ 90 点，100 点，90 点である．
したがって，B 組の最大得点が全体の最高得点であるため，適切である．

よって，適切ではないものは，(ii)

◀ (平均値) = (合計得点)
(人数)

◀ 中央値と等しいデータは 1
個とは限らず，2 個以上の可
能性もある．

解答（節末）I5.1.2 ⋆⋆ 節末 p.214

問題文
10 人の社員に対して作業時間を記録した．記録した
ところ，作業時間の平均値は 20 ，分散は 4.5 であ
った．しかし，この 10 人のうち 2 人の作業時間が
右の表のように修正された．修正後の 10 人の作業
時間の平均値と分散を求めよ．

社員 修正前 修正後
A 18 22
B 17 23

修正後の作業時間の平均値を x，分散を sx
2，作業時間の 2 乗の平均値を x2 とする．

このとき，x = 1
10{20× 10− (18 + 17) + (22 + 23)} = 21 (時間)

修正前の作業時間の平均値を y，分散を sy
2，作業時間の 2 乗の平均値を y2 とする．

このとき，y2 = sy
2 + (y)2 = 4.5 + 202 = 404.5

したがって，x2 = 1
10

{
404.5× 10−

(
182 + 172

)
+
(
222 + 232

)}
= 444.5

よって，sx2 = x2 − (x)2 = 444.5− 212 = 3.5

◀ sy
2 = y2 − (y)2

◀ sx
2 = x2 − (x)2
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解答
5.1

データの分析（解答） データの整理と分析（解答）

解答（節末）I5.1.3 ⋆⋆ 節末 p.214

問題文

ある地域で A地区と B地区の 2か所のうち
どちらかに新しい公園を建設する案があり，
住民投票の結果，B地区を支持した住民が 60
人中 43 人であった．一般に，B 地区の方が
住民にとって望ましい建設地であると判断し
てよいであろうか．もし A 地区と B 地区を
何も考えずに選ぶ場合，それぞれが選ばれる
確率は 0.5とし，起こる割合が 5%以下であ
ればほとんど起こりえないと判断するものと
する．ただし，50%の確率で表が出る公正な
コインを 60 枚投げて，表が出た枚数を記録
する実験を 1000 セット行ったところ右の表
のようになったとして，この結果を用いよ．

表の枚数 回数
0 ∼ 30 540

31 99
32 91
33 86
34 54
35 43
36 32
37 20
38 11
39 8
40 6
41 4
42 3
43 2
44 1
45 0

「B地区の方が望ましい建設地である」と判断してよいかを考察するために，これに
反する「B地区の方が望ましい建設地とはいえない」という仮説を立てる．このと
き，公正なコインの実験結果から，60枚中 43枚以上が表となる場合の相対度数は，

2 + 1

1000
=

3

1000
= 0.003

より，0.3%
よって，これは 5%より小さいから，仮説は正しくなかったと考えられ，仮説は棄
却される．すなわち，B地区の方が望ましい建設地であると判断してよい．

◀ A 地区と B 地区を何も考
えずに選ぶ場合の B地区の選
ばれ方が 0.5であるので，コ
インの表面の出方とおき換え
て考えることができる．

◀ 基準となる確率との大小を
比較する．
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解答
5.2

データの分析（解答） 章末問題 5（解答）

章末問題 5（解答）
解答（章末）I5.1 ⋆⋆ 章末 p.215

問題文
任意の連続する 4個の自然数の分散 s2 を求めよ．

n を自然数とすると，任意の連続する 4個の自然数は，n，n+ 1，n+ 2，n+ 3 と
おける．
4個の自然数の平均値は，

1

4
{n+ (n+ 1) + (n+ 2) + (n+ 3)} = n+ 1.5

よって，任意の連続する 4個の自然数の分散は，
1

4

{
n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 + (n+ 3)2

}
− (n+ 1.5)2

=
1

4

(
4n2 + 12n+ 14

)
−
(
n2 + 3n+ 2.25

)
=
14

4
− 2.25 = 1.25

◀ s2 = (x2 の平均値) −
(xの平均値)2 を用いて求めて
いる．

解答（章末）I5.2 ⋆⋆ 章末 p.215

問題文
変量 x についてのデータの値が p, q, r, s, t であるとする．データ p, q, r の平均値が
12 ，分散が 4 であり，データ s, t の平均値が 10 ，分散が 2 であるとするとき，変量
x の次の値を求めよ．
(1) 平均値 (2) 分散

(1) データ p, q, r の平均値が 12 であるから，p+q+r
3 = 12

すなわち，p+ q + r = 36 · · · (i)
データ s, t の平均値が 10 であるから， s+t

2 = 10

すなわち，s+ t = 20 · · · (ii)
(i)，(ii)の辺々を足し合わせると，p+ q + r + s+ t = 56

よって，x の平均値 x は，

x =
p+ q + r + s+ t

5
=

56

5
= 11.2

(2) データ p, q, r の分散が 4 であるから，p2+q2+r2

3 − 122 = 4

すなわち，p2 + q2 + r2 = 444 · · · (iii)
データ s, t の分散が 2 であるから， s2+t2

2 − 102 = 2

すなわち，s2 + t2 = 204 · · · (iv)
(iii)，(iv)の辺々を足し合わせると，p2 + q2 + r2 + s2 + t2 = 648

よって，x の分散は，

p2 + q2 + r2 + s2 + t2

5
− x2 =

648

5
− 11.22 = 129.6− 125.44 = 4.16 ◀ s2 = (x2 の平均値) −

(xの平均値)2 を用いて求めて
いる．
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解答
5.2

データの分析（解答） 章末問題 5（解答）

解答（章末）I5.3 ⋆⋆⋆ 章末 p.215

問題文
ある実験で得られた n 個の測定値 x1, x2, x3, . . . , xn の平均が m，分散が σ2 である．
p, q (p > 0, q > 0) を正の定数とするとき，次の問いに答えよ．
(1) (x1 − x)

2
+ (x2 − x)

2
+ (x3 − x)

2
+ · · ·+ (xn − x)

2 を最小にする x の値を求めよ．
(2) x1 + p, x2 + p, x3 + p, . . . , xn + p の平均値および分散を求めよ．
(3) qx1, qx2, qx3, . . . , qxn の平均値および分散を求めよ．

(1) (xi − x)2 = x2i − 2xix+ x2 (i = 1, 2, · · · , n) となることから，与えられた式
を整理すると，

nx2 − 2 (x1 + x2 + · · ·+ xn)x+
(
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2
)

したがって，

nx2 − 2 (x1 + x2 + · · ·+ xn)x+
(
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2
)

= n

ß
x− 1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

™2

− 1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

2

+
(
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2
)

よって，x = 1
n (x1 + x2 + · · ·+ xn)のとき，すなわち，x = m のとき，最小値を

とる．
(2) (平均値) =

1

n
{(x1 + p) + (x2 + p) + · · ·+ (xn + p)}

=
1

n
{(x1 + x2 + · · ·+ xn) + np}

=
1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn) + p

= m+ p,

(分散) =
1

n

¶
(x1 + p)2 + (x2 + p)2 + · · ·+ (xn + p)2

©
− (m+ p)2

=
1

n

{(
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2
)
+ 2p (x1 + x2 + · · ·+ xn) + np2

}
− (m+ p)2

=
1

n

(
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2
)
+ 2pm+ p2 − (m+ p)2

=
1

n

(
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2
)
−m2

=σ2

(3) (平均値) =
1

n
{qx1 + qx2 + · · ·+ qxn} = q × 1

n
(x1 + x2 + · · ·+ xn)

= qm,

(分散) =
1

n

¶
(qx1)

2 + (qx2)
2 + · · ·+ (qxn)

2
©
− (qm)2

= q2
1

n

(
x1

2 + x2
2 + · · ·+ xn

2
)
− q2m2

= q2
(
σ2 +m2

)
− q2m2

= q2σ2

◀ x2 の係数は正である．

◀ xについての 2次式と考え
て，平方完成する．

◀ 与えられた条件より，平均
はmである．
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解答
5.2

データの分析（解答） 章末問題 5（解答）

解答（章末）I5.4 ⋆⋆⋆ 章末 p.215

問題文
ある学校で，120 人の生徒が定期テストを受験した．得点の平均値が m 点，標準偏差が
s 点である試験において，得点が x 点である受験者の偏差値は 50 + 10(x−m)

s で与えら
れる．Aさんのこのテストの得点は 78 点であり，偏差値は 58 であった．また，このテ
ストの得点の平均値は 66 点であった．
(1) 120 人の生徒の得点の標準偏差を求めよ．
(2) 後日，この定期テストを新たに 60 人が受験し，受験者数は合計で 180 人となった．
その結果，試験の得点の平均値が 67 点となり，Aさんの偏差値は 55 となった．新たに
受験した 60 人の受験者の得点について，平均値と標準偏差をそれぞれ求めよ．

(1) 最初に受験した 120 人の得点の標準偏差を sx とする．
Aさんの偏差値より，50 + 10(78−66)

sx
= 58

よって，sx = 15

(2) 新たに受験した 60 人の得点の平均値を y とする．
180 人の得点の平均値より，

66× 120 + y × 60

120 + 60
= 67

よって，y = 69

180 人の得点の平均値を z，標準偏差を sz，得点の 2 乗の平均値を z2 とする．
Aさんの得点の偏差値より，50 + 10(78−67)

sz
= 55

したがって，sz = 22

sz
2 = z2 − (z)2 であるから，

z2 = sz
2 + (z)2 = 222 + 672 = 4973

また，最初に受験した 120 人の得点の平均値を x，得点の 2 乗の平均値を x2 とす
ると，sx2 = x2 − (x)2 であるから，

x2 = sx
2 + (x)2 = 152 + 662 = 4581

ゆえに，新たに受験した 60 人の得点の 2 乗の平均値を y2 とすると，

y2 =
z2 × 180− x2 × 120

60
=

4973× 180− 4581× 120

60
= 5757

よって，新たに受験した 60 人の得点の標準偏差 sy は，

sy =
»
y2 − (y)2 =

√
5757− 692 = 2

√
249

◀ 偏差値 50 + 10(x−m)
s から，

標準偏差を求める．

◀ 120 人の得点の合計は，

66× 120 (点)

60 人の得点の合計は，

y × 60 (点)

◀ 偏差値 50 + 10(x−m)
s から，

標準偏差を求める．

◀ sy
2 = y2 − (y)2
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解答
5.2

データの分析（解答） 章末問題 5（解答）

解答（章末）I5.5 ⋆⋆⋆ 章末 p.215

問題文
右の表は，ある数学クラスの学生 10 人がそれぞれ
試験 A（代数）と試験 B（幾何）の得点を 0, 1, 2

の 3 段階で評価したときの得点を，2 次元の度数分
布表にまとめたものである．試験 A の得点 x と試
験 B の得点 y の相関係数 r を小数第 3 位まで求め
よ．ただし，

√
70 = 8.3666とする．

A\B 0 1 2 計
0 2 2 0 4
1 0 1 1 2
2 0 1 3 4
計 2 4 4 10

x, y のデータの平均値をそれぞれ x, y とすると，下のような表が得られる．

x y x− x y − y (x− x)2 (y − y)2 (x− x)(y − y)

0 0 −1 −1.2 1 1.44 1.2

0 0 −1 −1.2 1 1.44 1.2

0 1 −1 −0.2 1 0.04 0.2

0 1 −1 −0.2 1 0.04 0.2

1 1 0 −0.2 0 0.04 0

1 2 0 0.8 0 0.64 0

2 1 1 −0.2 1 0.04 −0.2

2 2 1 0.8 1 0.64 0.8

2 2 1 0.8 1 0.64 0.8

2 2 1 0.8 1 0.64 0.8

計 10 12 0 0 8 5.6 5

平均 1.0 1.2 0 0 0.8 0.56 0.5

x, y の標準偏差は，それぞれ，

sx =
√
0.8 =

2
√
5

5
, sy =

√
0.56 =

√
14

5

x と y の共分散は，sxy = 0.5 = 1
2

よって，x と y の相関係数 r は，

r =
1

2
÷

(
2
√
5

5
·
√
14

5

)
=

25

4
√
70

=
5
√
70

56
=

5 · 8.3666
56

≒ 0.747

◀ 表を用いるとよい．

◀ r =
sxy

sxsy
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索引
1次関数, 88
2次関数, 84, 99
2次関数の決定, 99, 110
2次不等式, 115, 131
2次方程式, 114, 116
2重根号, 34, 38, 160
3次式の因数分解の公式, 25
3次の乗法公式, 20
5数要約, 201, 207

n次式, 14

P (a), 33

値, 84
ある, 61, 75
アルファベット順, 15
移項, 45
1次不等式, 45
一般形, 84, 99, 111
因果関係, 203
因数, 15
因数分解, 15, 114
因数分解する, 15
因数分解の公式, 23
上に凸, 84
上に凸, 99
右辺, 45
裏, 62, 76
鋭角, 175, 181
解, 114
階級, 200
階級値, 200
階級の幅, 200
解の公式, 114, 116
仮説検定, 203, 217
かつ, 61, 78
仮定, 61
加法, 14, 16, 63
仮平均, 214
関数, 84
外接円, 175, 187
棄却する, 217
帰謬法, 62
基本対称式, 39, 41
帰無仮説, 203
既約分解, 15

共通部分, 60
共分散, 202
曲線の平行移動, 85
偽, 61
逆, 62, 76
仰角, 159
空集合, 60
係数, 14
結合法則, 14, 68
結論, 61
減法, 16, 63
項, 14
交換法則, 14
構成主義, 80
交代式, 29
降べきの順, 14
根号, 34
最簡交代式, 29
最小値, 99, 100
最大値, 99, 100
最頻値（モード）, 200
左辺, 45
三角比, 156
三角比の拡張, 156
三角比の相互関係, 157, 161, 164
三角形の面積, 184, 185
散布図, 202, 215
座標平面, 84
指数法則, 14, 18
自然数, 33
下に凸, 84, 99
四分位数, 201, 207
四分位範囲, 201
四分位偏差, 201
斜辺, 156
集合, 60
昇べきの順, 14
真, 61
真偽, 71
軸, 84
次数, 14, 16
実数, 33
実数解, 114
重解, 114
十分条件, 61, 73
循環小数, 33, 36
条件, 61

象限, 84
乗法, 14, 18
乗法公式, 15, 19
少なくとも 1つの, 75
少なくとも一方, 78
すべて, 61, 75
正弦, 156
正弦定理, 175, 176
整式, 14
正四面体, 194
整数, 33
正接, 156
正の相関, 202
絶対値, 33
全体集合, 60
相関, 202
相関関係, 203
相関関係が強い, 202
相関関係が弱い, 202
相関係数, 202, 215
相対度数, 200
素元分解, 15
属する, 60
対偶, 62, 76
対偶証明法, 62, 77
対称移動, 85, 93
対称式, 29, 40
対辺, 156
対立仮説, 203
多項式, 14
多項式の展開, 14
たすき掛け, 15, 24
単位円, 156
単項式, 14
第 1四分位数, 201
第 1余弦定理, 179
第 2四分位数, 201
第 3四分位数, 201
値域, 84, 87
中央値（メジアン）, 200
中線, 191
中線定理, 191
頂点, 84
直角, 175, 181
直感主義, 80
常に, 75
定義域, 84



定数項, 14, 16
定数分離, 151
底辺, 156
適当な, 75
データ, 200
データの相関, 202
統計的探求プロセス, 203
閉じていない, 33
閉じている, 33
同値, 61
同類項, 14
度数, 200
度数分布表, 200, 204
ド・モルガンの法則, 60, 64, 68, 74
鈍角, 175, 181
内接円, 184, 187
なす角, 167
任意の, 75
背理法, 62, 79
箱ひげ図, 201, 207
外れ値, 201
ハップスの中線定理, 191
ハルモス記号, 77
範囲, 201
判別式, 114, 120
反例, 61
ヒストグラム, 200, 204
必要十分条件, 61, 73
必要条件, 61, 73

否定, 61
標準化, 213
標準形, 84, 99, 110, 147
標準偏差, 201, 210
俯角, 159
複号同順, 34
複 2次式, 15, 31
含まれる, 60
含む, 60
不等号, 45
不等式, 45
不等式の解, 115
不等式の解（解集合）, 45
不等式を解く, 45
負の整数, 33
負の相関, 202
部分集合, 60
ブラマグプタの公式, 188
分散, 201, 210
分配法則, 14, 18, 68
分母の有理化, 37
分母を有理化する, 34
平均値, 200, 205
平行移動, 84, 85, 91
平方完成, 84, 90, 114
平方根, 34
ヘロンの公式, 184
偏差, 201
偏差平方, 201

変量, 200
変量の変換, 202, 213
ベン図, 60
放物線, 84
補角の三角比, 157, 162
補集合, 60
墓石記号, 77
または, 61, 78
無限集合, 60
無限小数, 33
矛盾, 62
無理数, 33
命題, 61
有限集合, 60
有限小数, 33
有名な三角比, 157, 160
有理数, 33
要素, 60
余角の三角比, 157, 162
余弦, 156
余弦定理, 175, 177
両辺, 45
輪環の順 (cyclic order), 15
累積相対度数, 200
累積度数, 200
連立 1次不等式, 48
連立不等式, 48
和集合, 60



動画一覧
番号 動画（リンク） ✓
I1.1.1 例題 I1.1.1（解説動画）
I1.1.2 例題 I1.1.2（解説動画）
I1.1.3 例題 I1.1.3（解説動画）
I1.1.4 例題 I1.1.4（解説動画）
I1.1.5 例題 I1.1.5（解説動画）
I1.1.6 例題 I1.1.6（解説動画）
I1.1.7 例題 I1.1.7（解説動画）
I1.1.8 例題 I1.1.8（解説動画）
I1.1.9 例題 I1.1.9（解説動画）
I1.1.10 例題 I1.1.10（解説動画）
I1.1.11 例題 I1.1.11（解説動画）
I1.1.12 例題 I1.1.12（解説動画）
I1.1.13 例題 I1.1.13（解説動画）
I1.1.14 例題 I1.1.14（解説動画）
I1.1.15 例題 I1.1.15（解説動画）
I1.1.16 例題 I1.1.16（解説動画）
I1.2.1 例題 I1.2.1（解説動画）
I1.2.2 例題 I1.2.2（解説動画）
I1.2.3 例題 I1.2.3（解説動画）
I1.2.4 例題 I1.2.4（解説動画）
I1.2.5 例題 I1.2.5（解説動画）
I1.2.6 例題 I1.2.6（解説動画）
I1.2.7 例題 I1.2.7（解説動画）
I1.2.8 例題 I1.2.8（解説動画）
I1.2.9 例題 I1.2.9（解説動画）
I1.3.1 例題 I1.3.1（解説動画）
I1.3.2 例題 I1.3.2（解説動画）
I1.3.3 例題 I1.3.3（解説動画）
I1.3.4 例題 I1.3.4（解説動画）
I1.3.5 例題 I1.3.5（解説動画）
I1.3.6 例題 I1.3.6（解説動画）
I1.3.7 例題 I1.3.7（解説動画）
I1.3.8 例題 I1.3.8（解説動画）
番号 動画（リンク） ✓
I2.1.1 例題 I2.1.1（解説動画）
I2.1.2 例題 I2.1.2（解説動画）
I2.1.3 例題 I2.1.3（解説動画）
I2.1.4 例題 I2.1.4（解説動画）
I2.1.5 例題 I2.1.5（解説動画）
I2.1.6 例題 I2.1.6（解説動画）
I2.1.7 例題 I2.1.7（解説動画）
I2.1.8 例題 I2.1.8（解説動画）
I2.1.9 例題 I2.1.9（解説動画）
I2.1.10 例題 I2.1.10（解説動画）
I2.1.11 例題 I2.1.11（解説動画）
I2.1.12 例題 I2.1.12（解説動画）
I2.1.13 例題 I2.1.13（解説動画）
I2.1.14 例題 I2.1.14（解説動画）
I2.1.15 例題 I2.1.15（解説動画）
I2.1.16 例題 I2.1.16（解説動画）

番号 動画（リンク） ✓
I3.1.1 例題 I3.1.1（解説動画）
I3.1.2 例題 I3.1.2（解説動画）
I3.1.3 例題 I3.1.3（解説動画）
I3.1.4 例題 I3.1.4（解説動画）
I3.1.5 例題 I3.1.5（解説動画）
I3.1.6 例題 I3.1.6（解説動画）
I3.1.7 例題 I3.1.7（解説動画）
I3.1.8 例題 I3.1.8（解説動画）
I3.1.9 例題 I3.1.9（解説動画）
I3.1.10 例題 I3.1.10（解説動画）
I3.1.11 例題 I3.1.11（解説動画）
I3.1.12 例題 I3.1.12（解説動画）
I3.2.1 例題 I3.2.1（解説動画）
I3.2.2 例題 I3.2.2（解説動画）
I3.2.3 例題 I3.2.3（解説動画）
I3.2.4 例題 I3.2.4（解説動画）
I3.2.5 例題 I3.2.5（解説動画）
I3.2.6 例題 I3.2.6（解説動画）
I3.2.7 例題 I3.2.7（解説動画）
I3.2.8 例題 I3.2.8（解説動画）
I3.2.9 例題 I3.2.9（解説動画）
I3.2.10 例題 I3.2.10（解説動画）
I3.2.11 例題 I3.2.11（解説動画）
I3.2.12 例題 I3.2.12（解説動画）
I3.2.13 例題 I3.2.13（解説動画）

番号 動画（リンク） ✓
I3.3.1 例題 I3.3.1（解説動画）
I3.3.2 例題 I3.3.2（解説動画）
I3.3.3 例題 I3.3.3（解説動画）
I3.3.4 例題 I3.3.4（解説動画）
I3.3.5 例題 I3.3.5（解説動画）
I3.3.6 例題 I3.3.6（解説動画）
I3.3.7 例題 I3.3.7（解説動画）
I3.3.8 例題 I3.3.8（解説動画）
I3.3.9 例題 I3.3.9（解説動画）
I3.3.10 例題 I3.3.10（解説動画）
I3.3.11 例題 I3.3.11（解説動画）
I3.3.12 例題 I3.3.12（解説動画）
I3.3.13 例題 I3.3.13（解説動画）
I3.3.14 例題 I3.3.14（解説動画）
I3.3.15 例題 I3.3.15（解説動画）
I3.3.16 例題 I3.3.16（解説動画）
I3.3.17 例題 I3.3.17（解説動画）
I3.3.18 例題 I3.3.18（解説動画）
I3.3.19 例題 I3.3.19（解説動画）
I3.3.20 例題 I3.3.20（解説動画）
I3.3.21 例題 I3.3.21（解説動画）
I3.3.22 例題 I3.3.22（解説動画）
I3.3.23 例題 I3.3.23（解説動画）
I3.3.24 例題 I3.3.24（解説動画）
I3.3.25 例題 I3.3.25（解説動画）
I3.3.26 例題 I3.3.26（解説動画）
I3.3.27 例題 I3.3.27（解説動画）
I3.3.28 例題 I3.3.28（解説動画）
I3.3.29 例題 I3.3.29（解説動画）
I3.3.30 例題 I3.3.30（解説動画）
I3.3.31 例題 I3.3.31（解説動画）
I3.3.32 例題 I3.3.32（解説動画）
I3.3.33 例題 I3.3.33（解説動画）
I3.3.34 例題 I3.3.34（解説動画）
I3.3.35 例題 I3.3.35（解説動画）
I3.3.36 例題 I3.3.36（解説動画）
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https://www.youtube.com/watch?v=clmTb2g3u6Y
https://www.youtube.com/watch?v=FxE9tlcF9qc
https://www.youtube.com/watch?v=8ibtxFeyxvU
https://www.youtube.com/watch?v=laejijLmsZI
https://www.youtube.com/watch?v=Y4Sz8xnWXtU
https://www.youtube.com/watch?v=WOpuque6MBQ
https://www.youtube.com/watch?v=X4vRjKwg4IA
https://www.youtube.com/watch?v=hrySLaJzxpE
https://www.youtube.com/watch?v=ZrbKOpHClE8
https://www.youtube.com/watch?v=1Lt8X4z1ShE
https://www.youtube.com/watch?v=FC-EQgTd1MI
https://www.youtube.com/watch?v=u1BgF3p33m0
https://www.youtube.com/watch?v=b6HrOYW8Ihs
https://www.youtube.com/watch?v=CPTPpZBFS_4
https://www.youtube.com/watch?v=KqNUbM-QK6w
https://www.youtube.com/watch?v=KgO4dPhnO6c
https://www.youtube.com/watch?v=ZDmHDlmHrlk
https://www.youtube.com/watch?v=ahd6thXw2Tg
https://www.youtube.com/watch?v=spNW3tpGVcs
https://www.youtube.com/watch?v=oGCVEnWeD0Y
https://www.youtube.com/watch?v=Y26bOu7KkBo
https://www.youtube.com/watch?v=k-uAuYK-54U
https://www.youtube.com/watch?v=4XfDJX5M8ls
https://www.youtube.com/watch?v=w88G6AtX6Ac
https://www.youtube.com/watch?v=KCV968V8XHM
https://www.youtube.com/watch?v=gBWnm_ufFKw
https://www.youtube.com/watch?v=1ENpV6vO6Lw
https://www.youtube.com/watch?v=N-X1lqppR1c
https://www.youtube.com/watch?v=lan1CdgT_-8
https://www.youtube.com/watch?v=szjSQ51jOz4
https://www.youtube.com/watch?v=OGpPx07nM_Q
https://www.youtube.com/watch?v=i3dZ_3UX8gE
https://www.youtube.com/watch?v=vQoVL01IeGc
https://www.youtube.com/watch?v=hVF45PAFY8o
https://www.youtube.com/watch?v=1vWHe2Yk3FA
https://www.youtube.com/watch?v=jNVN5Ou9tv0
https://www.youtube.com/watch?v=NqlYRE7Rlhw
https://www.youtube.com/watch?v=NZRiIDRNNvw
https://www.youtube.com/watch?v=h7zhoh9Q_oA
https://www.youtube.com/watch?v=ENs0kvZPMss
https://www.youtube.com/watch?v=nwS1S4HgL3U
https://www.youtube.com/watch?v=-jzULzjq2Ik
https://www.youtube.com/watch?v=-sYZC48f6dg
https://www.youtube.com/watch?v=Qi8FkEnOVDQ
https://www.youtube.com/watch?v=qirH27t7N7g
https://www.youtube.com/watch?v=5cMytgLwCKo
https://www.youtube.com/watch?v=PCZa6BgU2PQ
https://www.youtube.com/watch?v=nu9I2co6uZc
https://www.youtube.com/watch?v=m65cW64O_po
https://www.youtube.com/watch?v=dA9vDyW78w4
https://www.youtube.com/watch?v=tPYBPOY3gAY
https://www.youtube.com/watch?v=u6XKHvDLmrE
https://www.youtube.com/watch?v=OT7-QPmaaps
https://www.youtube.com/watch?v=Su-jKye9Vh4
https://www.youtube.com/watch?v=r1-2QTLZPs8
https://www.youtube.com/watch?v=tNYT9KgSpTo
https://www.youtube.com/watch?v=2m6Zoc-VAWU
https://www.youtube.com/watch?v=EvF8vKoPIK0
https://www.youtube.com/watch?v=8lKH_21tbK4
https://www.youtube.com/watch?v=78Ik1E9kSqM
https://www.youtube.com/watch?v=DBjfIXiDFpo
https://www.youtube.com/watch?v=5SngDkaeF8c
https://www.youtube.com/watch?v=gpCgdK_IMxo
https://www.youtube.com/watch?v=oyROzhYDoWY
https://www.youtube.com/watch?v=qWcNIgeC88U
https://www.youtube.com/watch?v=phBhixhJil0
https://www.youtube.com/watch?v=VgjJwNB7Zbk
https://www.youtube.com/watch?v=B9ImnUgNkl0
https://www.youtube.com/watch?v=50LOfGhtMD0
https://www.youtube.com/watch?v=rMegrVDm7YE
https://www.youtube.com/watch?v=6qLElHXT4oI
https://www.youtube.com/watch?v=YHvB-tpsKzo
https://www.youtube.com/watch?v=L2iNqOGfLJI
https://www.youtube.com/watch?v=hPW5aX6cwRo
https://www.youtube.com/watch?v=LnbNHXsl42s
https://www.youtube.com/watch?v=tG9ehESqHOw
https://www.youtube.com/watch?v=zzzYYx6j7dY
https://www.youtube.com/watch?v=RjYjur1qoX4
https://www.youtube.com/watch?v=tbQ6txvWz2g
https://www.youtube.com/watch?v=9Xftzf7LTx8
https://www.youtube.com/watch?v=KJ8xSyUCSX4
https://www.youtube.com/watch?v=D9ZHGRaaSVM
https://www.youtube.com/watch?v=X4qWVT8u6n4
https://www.youtube.com/watch?v=VDenaduQgLg
https://www.youtube.com/watch?v=mP3tPAV-1gs
https://www.youtube.com/watch?v=_ShTAGlBX8U
https://www.youtube.com/watch?v=iv175GM7pSc
https://www.youtube.com/watch?v=ie7HFHpkKDg
https://www.youtube.com/watch?v=djIRN-uqsBs
https://www.youtube.com/watch?v=nkmDQz-XrGM
https://www.youtube.com/watch?v=2cz4YEOVjMQ
https://www.youtube.com/watch?v=sKCjy2isYOU
https://www.youtube.com/watch?v=UoyQnL4TAG4
https://www.youtube.com/watch?v=wfiRMkFp9jU
https://www.youtube.com/watch?v=h5rBKQps-Pk
https://www.youtube.com/watch?v=DTD9ldCQjJU
https://www.youtube.com/watch?v=GH5TwSZwhjQ
https://www.youtube.com/watch?v=5F9PmxnXSmI
https://www.youtube.com/watch?v=jU8LZ4wMCaU
https://www.youtube.com/watch?v=egmhwkM30bs
https://www.youtube.com/watch?v=ntep0fQCdFc
https://www.youtube.com/watch?v=U-6s3SYRIr4
https://www.youtube.com/watch?v=bhcq17HOWYg
https://www.youtube.com/watch?v=hIWYQBvEvxA
https://www.youtube.com/watch?v=b0cjtZUN_CM
https://www.youtube.com/watch?v=A52kZpir80k
https://www.youtube.com/watch?v=GB6c1ktbFaA
https://www.youtube.com/watch?v=EFbB-U4QdaI
https://www.youtube.com/watch?v=GRtFdwnkPAo
https://www.youtube.com/watch?v=i30ijT9ZidI


番号 動画（リンク） ✓
I4.1.1 例題 I4.1.1（解説動画）
I4.1.2 例題 I4.1.2（解説動画）
I4.1.3 例題 I4.1.3（解説動画）
I4.1.4 例題 I4.1.4（解説動画）
I4.1.5 例題 I4.1.5（解説動画）
I4.1.6 例題 I4.1.6（解説動画）
I4.1.7 例題 I4.1.7（解説動画）
I4.1.8 例題 I4.1.8（解説動画）
I4.1.9 例題 I4.1.9（解説動画）
I4.1.10 例題 I4.1.10（解説動画）
I4.1.11 例題 I4.1.11（解説動画）
I4.1.12 例題 I4.1.12（解説動画）
I4.1.13 例題 I4.1.13（解説動画）
I4.1.14 例題 I4.1.14（解説動画）
I4.1.15 例題 I4.1.15（解説動画）
I4.1.16 例題 I4.1.16（解説動画）
I4.2.1 例題 I4.2.1（解説動画）
I4.2.2 例題 I4.2.2（解説動画）
I4.2.3 例題 I4.2.3（解説動画）
I4.2.4 例題 I4.2.4（解説動画）
I4.2.5 例題 I4.2.5（解説動画）
I4.2.6 例題 I4.2.6（解説動画）
I4.2.7 例題 I4.2.7（解説動画）
I4.3.1 例題 I4.3.1（解説動画）
I4.3.2 例題 I4.3.2（解説動画）
I4.3.3 例題 I4.3.3（解説動画）
I4.3.4 例題 I4.3.4（解説動画）
I4.3.5 例題 I4.3.5（解説動画）
I4.3.6 例題 I4.3.6（解説動画）
I4.3.7 例題 I4.3.7（解説動画）
I4.3.8 例題 I4.3.8（解説動画）
I4.3.9 例題 I4.3.9（解説動画）
I4.3.10 例題 I4.3.10（解説動画）
I4.3.11 例題 I4.3.11（解説動画）

番号 動画（リンク） ✓
I5.1.1 例題 I5.1.1（解説動画）
I5.1.2 例題 I5.1.2（解説動画）
I5.1.3 例題 I5.1.3（解説動画）
I5.1.4 例題 I5.1.4（解説動画）
I5.1.5 例題 I5.1.5（解説動画）
I5.1.6 例題 I5.1.6（解説動画）
I5.1.7 例題 I5.1.7（解説動画）
I5.1.8 例題 I5.1.8（解説動画）
I5.1.9 例題 I5.1.9（解説動画）
I5.1.10 例題 I5.1.10（解説動画）
I5.1.11 例題 I5.1.11（解説動画）
I5.1.12 例題 I5.1.12（解説動画）
I5.1.13 例題 I5.1.13（解説動画）
I5.1.14 例題 I5.1.14（解説動画）
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https://www.youtube.com/watch?v=hcK52ka2RCo
https://www.youtube.com/watch?v=1_Mw0wQ3kJM
https://www.youtube.com/watch?v=nFsX45jCFio
https://www.youtube.com/watch?v=8pupndyHx48
https://www.youtube.com/watch?v=mKypfWM1c_E
https://www.youtube.com/watch?v=97mQBLH9H88
https://www.youtube.com/watch?v=CiTQ8wVSm3s
https://www.youtube.com/watch?v=TlJlebPtn20
https://www.youtube.com/watch?v=YCCq1CPFuf8
https://www.youtube.com/watch?v=EUUUu3rbBxA
https://www.youtube.com/watch?v=s1aj2ZPAAjI
https://www.youtube.com/watch?v=DkLxY6Z4HUg
https://www.youtube.com/watch?v=flchWSd_niw
https://www.youtube.com/watch?v=zixkbM0yBnY
https://www.youtube.com/watch?v=1Zn7_Es6RVo
https://www.youtube.com/watch?v=tqNFmdMEWds
https://www.youtube.com/watch?v=bDW3eLmJlvg
https://www.youtube.com/watch?v=msZifh4l9mk
https://www.youtube.com/watch?v=UfZRs7ZUaek
https://www.youtube.com/watch?v=kz74t38OP60
https://www.youtube.com/watch?v=BvMrCDK-IhI
https://www.youtube.com/watch?v=wUj5zXYLzVM
https://www.youtube.com/watch?v=SNc2ad-L3Kg
https://www.youtube.com/watch?v=0mQjBQA3kiQ
https://www.youtube.com/watch?v=tEOAIwmewLY
https://www.youtube.com/watch?v=h6dK6Dsobp8
https://www.youtube.com/watch?v=Ge99EVupArE
https://www.youtube.com/watch?v=r8OQlULmD0k
https://www.youtube.com/watch?v=s3upeEBbMaI
https://www.youtube.com/watch?v=Gl4BNwebjfs
https://www.youtube.com/watch?v=u9651Kp8VXM
https://www.youtube.com/watch?v=z9KO-s59NBM
https://www.youtube.com/watch?v=PCb2sFDbc_Q
https://www.youtube.com/watch?v=5flMkd4sZcc
https://www.youtube.com/watch?v=bzLS8fxwAqk
https://www.youtube.com/watch?v=VoGp-wAmuGw
https://www.youtube.com/watch?v=R-NfIM4ZVDI
https://www.youtube.com/watch?v=kqMHchIIF7A
https://www.youtube.com/watch?v=oKK8yQWmyFM
https://www.youtube.com/watch?v=vNKFAonrEao
https://www.youtube.com/watch?v=Hxra4_i_mCo
https://www.youtube.com/watch?v=me5YAlLr0tw
https://www.youtube.com/watch?v=WgbH6SOW9dI
https://www.youtube.com/watch?v=LR5CjQMuUa0
https://www.youtube.com/watch?v=uWqoT4ybMIY
https://www.youtube.com/watch?v=-JGEculN1_E
https://www.youtube.com/watch?v=JQyd4PiXA5s
https://www.youtube.com/watch?v=UitpoSXMf2E


例題（問題）一覧

第 1章 数と式
番号 タイトル 難易度 ページ数 解答ページ数 1回目 2回目

例題 I1.1.1 多項式の整理と次数，定数項 ⋆ 16 224

例題 I1.1.2 多項式の加法・減法 ⋆⋆ 17 225

例題 I1.1.3 多項式の乗法 ⋆ 18 226

例題 I1.1.4 乗法公式を用いた展開 ⋆ 19 226

例題 I1.1.5 乗法公式（3次）を用いた展開 ⋆⋆ 20 227

例題 I1.1.6 おき換えを用いた展開 ⋆⋆ 21 228

例題 I1.1.7 掛ける順序や組み合わせを工夫した展開 ⋆⋆ 22 229

例題 I1.1.8 因数分解の基本 ⋆ 23 229

例題 I1.1.9 たすき掛けを用いた因数分解 ⋆ 24 230

例題 I1.1.10 因数分解（3次式） ⋆⋆ 25 230

例題 I1.1.11 因数分解の工夫（次数の低い文字に着目） ⋆⋆ 26 231

例題 I1.1.12 因数分解の工夫 (次数が同じ場合) ⋆⋆ 27 231

例題 I1.1.13 因数分解の工夫 (おき換え) ⋆⋆ 28 232

例題 I1.1.14 因数分解（対称式，交代式） ⋆⋆ 29 233

例題 I1.1.15 因数分解（a3 + b3 + c3 − 3abcの形） ⋆⋆⋆ 30 233

例題 I1.1.16 因数分解（ax4 + bx2 + cの形） ⋆⋆⋆ 31 234

例題 I1.2.1 循環小数 ⋆ 35 238

例題 I1.2.2 平方根の計算 ⋆ 36 238

例題 I1.2.3 分母の有理化 ⋆⋆ 37 239

例題 I1.2.4 2重根号 ⋆⋆ 38 240

例題 I1.2.5 対称式 xn + yn の値 ⋆⋆⋆ 39 240

例題 I1.2.6 対称式の値 ⋆⋆ 40 241

例題 I1.2.7 3文字の対称式の値 ⋆⋆⋆ 41 241

例題 I1.2.8 式の値 ⋆⋆⋆ 42 242

例題 I1.2.9 整数部分と小数部分 ⋆⋆⋆ 43 242

例題 I1.3.1 不等式の性質 ⋆⋆ 46 246

例題 I1.3.2 1次不等式（基本） ⋆ 47 246

例題 I1.3.3 1次不等式，連立 1次不等式 ⋆ 48 247

例題 I1.3.4 不等式を満たす整数の解 ⋆⋆ 49 248

例題 I1.3.5 1次不等式の文章題 ⋆⋆ 50 248

例題 I1.3.6 文字を含む 1次不等式 ⋆⋆⋆ 51 249

例題 I1.3.7 絶対値記号を含む方程式・不等式 1 ⋆⋆ 52 249

例題 I1.3.8 絶対値記号を含む方程式・不等式 2 ⋆⋆⋆ 53 250
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第 2章 集合と命題
番号 タイトル 難易度 ページ数 解答ページ数 1回目 2回目

例題 I2.1.1 集合の表し方 ⋆ 61 259

例題 I2.1.2 2つの集合の共通部分と和集合，補集合 ⋆ 62 260

例題 I2.1.3 不等式で表される集合 ⋆⋆ 63 261

例題 I2.1.4 集合の要素の決定 ⋆⋆⋆ 64 262

例題 I2.1.5 3つの集合の共通部分，和集合 ⋆⋆ 65 263

例題 I2.1.6 集合の包含関係・相等の証明 ⋆⋆⋆⋆ 66 264

例題 I2.1.7 命題の真偽 ⋆ 67 265

例題 I2.1.8 命題の真偽と集合 ⋆ 68 265

例題 I2.1.9 必要条件・十分条件 ⋆⋆ 69 266

例題 I2.1.10 条件の否定 ⋆ 70 266

例題 I2.1.11 「すべて」「ある」の否定 ⋆⋆⋆ 71 267

例題 I2.1.12 逆・裏・対偶 ⋆ 72 267

例題 I2.1.13 対偶を用いた証明 1 ⋆⋆ 73 268

例題 I2.1.14 対偶を用いた証明 2 ⋆⋆⋆ 74 268

例題 I2.1.15 背理法を用いた証明 1 ⋆⋆ 75 269

例題 I2.1.16 背理法を用いた証明 2 ⋆⋆⋆ 76 270
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第 3章 2次関数
番号 タイトル 難易度 ページ数 解答ページ数 1回目 2回目

例題 I3.1.1 関数の値 f(a) ⋆ 82 277

例題 I3.1.2 関数の値域 ⋆ 83 278

例題 I3.1.3 値域から 1次関数の係数決定 ⋆ 84 279

例題 I3.1.4 2次関数のグラフ 1 ⋆ 85 280

例題 I3.1.5 2次関数のグラフ 2 ⋆ 86 280

例題 I3.1.6 2次関数のグラフの平行移動 1 ⋆⋆ 87 281

例題 I3.1.7 2次関数のグラフの平行移動 2 ⋆⋆ 88 282

例題 I3.1.8 2次関数のグラフの対称移動 ⋆ 89 283

例題 I3.1.9 2次関数の平行移動と対称移動 ⋆⋆⋆ 90 284

例題 I3.1.10 絶対値記号を含む関数のグラフ 1 ⋆⋆ 91 285

例題 I3.1.11 絶対値記号を含む関数のグラフ 2 ⋆⋆⋆ 92 285

例題 I3.1.12 絶対値記号を含む関数のグラフ 3 ⋆⋆⋆ 93 286

例題 I3.2.1 2次関数の最大・最小 ⋆ 96 290

例題 I3.2.2 定義域が定められたときの 2次関数の最大・最小 ⋆⋆ 97 290

例題 I3.2.3 最大・最小による係数の決定 ⋆⋆⋆ 98 291

例題 I3.2.4 定義域が拡大するときの最大・最小 ⋆⋆⋆ 99 292

例題 I3.2.5 軸が移動するときの最大・最小 ⋆⋆⋆ 100 293

例題 I3.2.6 定義域が変化するときの最大・最小 ⋆⋆⋆ 101 294

例題 I3.2.7 最小値の最大値 ⋆⋆⋆ 102 295

例題 I3.2.8 おき換えを用いた最大・最小 ⋆⋆⋆ 103 295

例題 I3.2.9 条件付きの 2変数関数の最大・最小 1 ⋆⋆⋆ 104 296

例題 I3.2.10 2次関数の最大・最小の文章題 ⋆⋆ 105 296

例題 I3.2.11 2次関数の決定 1 ⋆⋆ 106 297

例題 I3.2.12 2次関数の決定 2 ⋆⋆ 107 298

例題 I3.2.13 2次関数の決定 3 ⋆⋆⋆ 108 299
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番号 タイトル 難易度 ページ数 解答ページ数 1回目 2回目

例題 I3.3.1 2次方程式の解 1 ⋆ 112 305

例題 I3.3.2 2次方程式の解 2 ⋆⋆ 113 306

例題 I3.3.3 方程式の解（係数が文字のとき） ⋆⋆⋆ 114 307

例題 I3.3.4 2次方程式の係数決定 ⋆⋆ 115 308

例題 I3.3.5 実数解の個数と判別式 ⋆ 116 309

例題 I3.3.6 2次方程式が実数解をもつ条件 1 ⋆⋆ 117 310

例題 I3.3.7 2次方程式が実数解をもつ条件 2 ⋆⋆ 118 310

例題 I3.3.8 2次方程式の共通解 ⋆⋆⋆ 119 311

例題 I3.3.9 放物線と x軸の共有点の座標 ⋆ 120 312

例題 I3.3.10 2次関数のグラフと x軸の位置関係 ⋆⋆ 121 313

例題 I3.3.11 x軸から切り取る線分の長さ ⋆⋆ 122 314

例題 I3.3.12 2次関数のグラフと係数の符号 ⋆⋆ 123 315

例題 I3.3.13 2次の連立方程式 ⋆⋆ 124 316

例題 I3.3.14 放物線と直線の共有点の座標 1 ⋆ 125 317

例題 I3.3.15 放物線と直線の共有点の座標 2 ⋆⋆ 126 318

例題 I3.3.16 2次不等式 1 ⋆ 127 319

例題 I3.3.17 2次不等式 2 ⋆ 128 320

例題 I3.3.18 連立 2次不等式 ⋆⋆ 129 320

例題 I3.3.19 文字係数の 2次不等式 ⋆⋆⋆ 130 321

例題 I3.3.20 不等式の係数決定 ⋆⋆ 131 322

例題 I3.3.21 2次方程式が実数解をもつ条件 3 ⋆⋆⋆ 132 323

例題 I3.3.22 すべての実数について成り立つ不等式 ⋆⋆⋆ 133 324

例題 I3.3.23 ある区間で常に成り立つ不等式 ⋆⋆⋆ 134 325

例題 I3.3.24 2次不等式が整数解をもつ条件 ⋆⋆⋆ 135 326

例題 I3.3.25 方程式の解の存在範囲 1 ⋆⋆⋆ 136 326

例題 I3.3.26 方程式の解の存在範囲 2 ⋆⋆⋆ 137 327

例題 I3.3.27 方程式の解の存在範囲 3 ⋆⋆ 138 327

例題 I3.3.28 方程式の解の存在範囲 4 ⋆⋆⋆ 139 328

例題 I3.3.29 方程式の解の存在範囲 5 ⋆⋆⋆⋆ 140 329

例題 I3.3.30 2次方程式が実数解をもつ条件 4 ⋆⋆⋆ 141 330

例題 I3.3.31 条件付きの 2変数関数の最大・最小 2 ⋆⋆⋆ 142 331

例題 I3.3.32 条件なし 2変数関数 ⋆⋆⋆ 143 332

例題 I3.3.33 2次不等式の文章題 ⋆⋆ 144 332

例題 I3.3.34 2つの放物線の大小関係 1 ⋆⋆⋆⋆ 145 333

例題 I3.3.35 2つの放物線の大小関係 2 ⋆⋆⋆⋆ 146 333

例題 I3.3.36 絶対値記号を含む 2次方程式（定数分離） ⋆⋆⋆ 147 334
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第 4章 図形と計量
番号 タイトル 難易度 ページ数 解答ページ数 1回目 2回目

例題 I4.1.1 直角三角形の三角比 ⋆ 154 342

例題 I4.1.2 三角比を用いた測量 ⋆⋆ 155 342

例題 I4.1.3 15◦ の三角比 ⋆⋆⋆ 156 343

例題 I4.1.4 三角比の相互関係 1 ⋆ 157 343

例題 I4.1.5 余角・補角の三角比 ⋆⋆ 158 344

例題 I4.1.6 三角比を含む方程式 1 ⋆ 159 345

例題 I4.1.7 三角比の相互関係 2 ⋆⋆ 160 345

例題 I4.1.8 三角比の式の値 ⋆⋆⋆ 161 346

例題 I4.1.9 三角比を含む方程式 2 ⋆⋆⋆ 162 346

例題 I4.1.10 2直線のなす角 ⋆⋆ 163 347

例題 I4.1.11 三角比を含む不等式 1 ⋆⋆ 164 347

例題 I4.1.12 三角比を含む不等式 2 ⋆⋆ 165 348

例題 I4.1.13 三角比を含む不等式 3 ⋆⋆⋆ 166 348

例題 I4.1.14 三角比を含む 2次関数の最大・最小 ⋆⋆⋆ 167 349

例題 I4.1.15 三角比を含む方程式の解の個数 1 ⋆⋆⋆⋆ 168 349

例題 I4.1.16 三角比を含む方程式の解の個数 2 ⋆⋆⋆⋆ 169 350

例題 I4.2.1 正弦定理 ⋆ 172 355

例題 I4.2.2 余弦定理 ⋆⋆ 173 356

例題 I4.2.3 三角形の辺と角 1 ⋆⋆ 174 357

例題 I4.2.4 三角形の辺と角 2 ⋆⋆ 175 358

例題 I4.2.5 正弦定理と余弦定理の利用 ⋆⋆⋆ 176 359

例題 I4.2.6 三角形の成立条件 ⋆⋆⋆ 177 360

例題 I4.2.7 三角形の形状の決定 ⋆⋆⋆ 178 361

例題 I4.3.1 三角形の面積 ⋆⋆ 181 365

例題 I4.3.2 多角形の面積 ⋆⋆ 182 366

例題 I4.3.3 三角形の内接円と外接円の半径 ⋆⋆ 183 367

例題 I4.3.4 円に内接する四角形 1 ⋆⋆ 184 367

例題 I4.3.5 円に内接する四角形 2 ⋆⋆⋆ 185 368

例題 I4.3.6 角の二等分線の長さ ⋆⋆ 186 369

例題 I4.3.7 中線定理 ⋆⋆ 187 369

例題 I4.3.8 空間図形の測量 ⋆⋆ 188 370

例題 I4.3.9 円錐に内接する球 ⋆⋆⋆ 189 371

例題 I4.3.10 正四面体の計量 ⋆⋆⋆⋆ 190 371

例題 I4.3.11 空間図形における最短距離 ⋆⋆⋆ 191 372
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第 5章 データの分析

番号 タイトル 難易度 ページ数 解答ページ数 1回目 2回目

例題 I5.1.1 度数分布表，ヒストグラム ⋆ 200 381

例題 I5.1.2 平均値，中央値 ⋆ 201 381

例題 I5.1.3 平均値の値 ⋆ 202 382

例題 I5.1.4 四分位数と箱ひげ図 ⋆⋆ 203 382

例題 I5.1.5 箱ひげ図の読み取り ⋆⋆ 204 383

例題 I5.1.6 ヒストグラムと箱ひげ図 ⋆⋆ 205 384

例題 I5.1.7 分散と標準偏差 ⋆⋆ 206 385

例題 I5.1.8 データの値の決定 ⋆⋆ 207 386

例題 I5.1.9 データの修正 ⋆⋆ 208 387

例題 I5.1.10 変量の変換 ⋆⋆ 209 387

例題 I5.1.11 仮平均を利用したデータの平均値，分散 ⋆⋆ 210 388

例題 I5.1.12 散布図と相関関係 ⋆ 211 388

例題 I5.1.13 相関係数の計算 ⋆⋆ 212 389

例題 I5.1.14 仮説検定の考え方 ⋆⋆ 213 389
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三角比の表

A sinA cosA tanA A sinA cosA tanA

0◦ 0.0000 1.0000 0.0000 45◦ 0.7071 0.7071 1.0000

1◦ 0.0175 0.9998 0.0175 46◦ 0.7193 0.6947 1.0355
2◦ 0.0349 0.9994 0.0349 47◦ 0.7314 0.6820 1.0724
3◦ 0.0523 0.9986 0.0524 48◦ 0.7431 0.6691 1.1106
4◦ 0.0698 0.9976 0.0699 49◦ 0.7547 0.6561 1.1504
5◦ 0.0872 0.9962 0.0875 50◦ 0.7660 0.6428 1.1918

6◦ 0.1045 0.9945 0.1051 51◦ 0.7771 0.6293 1.2349
7◦ 0.1219 0.9925 0.1228 52◦ 0.7880 0.6157 1.2799
8◦ 0.1392 0.9903 0.1405 53◦ 0.7986 0.6018 1.3270
9◦ 0.1564 0.9877 0.1584 54◦ 0.8090 0.5878 1.3764
10◦ 0.1736 0.9848 0.1763 55◦ 0.8192 0.5736 1.4281

11◦ 0.1908 0.9816 0.1944 56◦ 0.8290 0.5592 1.4826
12◦ 0.2079 0.9781 0.2126 57◦ 0.8387 0.5446 1.5399
13◦ 0.2250 0.9744 0.2309 58◦ 0.8480 0.5299 1.6003
14◦ 0.2419 0.9703 0.2493 59◦ 0.8572 0.5150 1.6643
15◦ 0.2588 0.9659 0.2679 60◦ 0.8660 0.5000 1.7321

16◦ 0.2756 0.9613 0.2867 61◦ 0.8746 0.4848 1.8040
17◦ 0.2924 0.9563 0.3057 62◦ 0.8829 0.4695 1.8807
18◦ 0.3090 0.9511 0.3249 63◦ 0.8910 0.4540 1.9626
19◦ 0.3256 0.9455 0.3443 64◦ 0.8988 0.4384 2.0503
20◦ 0.3420 0.9397 0.3640 65◦ 0.9063 0.4226 2.1445

21◦ 0.3584 0.9336 0.3839 66◦ 0.9135 0.4067 2.2460
22◦ 0.3746 0.9272 0.4040 67◦ 0.9205 0.3907 2.3559
23◦ 0.3907 0.9205 0.4245 68◦ 0.9272 0.3746 2.4751
24◦ 0.4067 0.9135 0.4452 69◦ 0.9336 0.3584 2.6051
25◦ 0.4226 0.9063 0.4663 70◦ 0.9397 0.3420 2.7475

26◦ 0.4384 0.8988 0.4877 71◦ 0.9455 0.3256 2.9042
27◦ 0.4540 0.8910 0.5095 72◦ 0.9511 0.3090 3.0777
28◦ 0.4695 0.8829 0.5317 73◦ 0.9563 0.2924 3.2709
29◦ 0.4848 0.8746 0.5543 74◦ 0.9613 0.2756 3.4874
30◦ 0.5000 0.8660 0.5774 75◦ 0.9659 0.2588 3.7321

31◦ 0.5150 0.8572 0.6009 76◦ 0.9703 0.2419 4.0108
32◦ 0.5299 0.8480 0.6249 77◦ 0.9744 0.2250 4.3315
33◦ 0.5446 0.8387 0.6494 78◦ 0.9781 0.2079 4.7046
34◦ 0.5592 0.8290 0.6745 79◦ 0.9816 0.1908 5.1446
35◦ 0.5736 0.8192 0.7002 80◦ 0.9848 0.1736 5.6713

36◦ 0.5878 0.8090 0.7265 81◦ 0.9877 0.1564 6.3138
37◦ 0.6018 0.7986 0.7536 82◦ 0.9903 0.1392 7.1154
38◦ 0.6157 0.7880 0.7813 83◦ 0.9925 0.1219 8.1443
39◦ 0.6293 0.7771 0.8098 84◦ 0.9945 0.1045 9.5144
40◦ 0.6428 0.7660 0.8391 85◦ 0.9962 0.0872 11.4301

41◦ 0.6561 0.7547 0.8693 86◦ 0.9976 0.0698 14.3007
42◦ 0.6691 0.7431 0.9004 87◦ 0.9986 0.0523 19.0811
43◦ 0.6820 0.7314 0.9325 88◦ 0.9994 0.0349 28.6363
44◦ 0.6947 0.7193 0.9657 89◦ 0.9998 0.0175 57.2900
45◦ 0.7071 0.7071 1.0000 90◦ 1.0000 0.0000 ——
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ギリシャ文字の表

読み方 大文字 小文字 読み方 大文字 小文字
alpha A α beta B β

gamma Γ γ delta ∆ δ

epsilon E ϵ, ε zeta Z ζ

eta H η theta Θ θ, ϑ

iota I ι kappa K κ

lambda Λ λ mu M µ

nu N ν omicron O o

xi Ξ ξ pi Π π, ϖ

rho P ρ, ϱ sigma Σ σ, ς

tau T τ upsilon Υ υ

phi Φ ϕ, φ chi X χ

psi Ψ ψ omega Ω ω



謝辞
本書の制作にあたり，市販の優れた参考書や資料，そして先人の貴重な研究成果から多くの学びを得ました．「はじめに」

でも述べたとおり，教育という営みは古来より知識を継承・発展させる「祖述の学」に通じるものであり，高校数学の分野
も例外ではありません．すでに最適解が確立されている箇所が多いことから，たとえ独自の工夫を加えたとしても，最終
的に似通った流れや表現に行き着くのは避けがたい面がございます．そこで本書を執筆するにあたっては，よく知られて
いる内容であっても再構成を試みて，細かな表現や途中式，数値などをできる限り変更することで，参考資料への敬意を
払いつつも独自の形を保つよう配慮いたしました．
また，多くの参考書で採用されているような，最適解に近い構成を積極的に取り入れた部分もあります．それらは，広

く認められている解法であることに加え，問題を最も的確かつ理解しやすい形で解決していると著者が判断したからに他
ならず，学習者の利益を最優先に考えた結果でもあります．こうした背景のもと，万が一他の書籍や資料との類似点をご
指摘いただいた際には，決して権利を侵害する意図がないことを改めて申し上げるとともに，速やかに事実関係を確認し，
必要に応じて修正や対応を行う所存です．
なお，本書は私の趣味的活動の一環として制作しており，商業ベースの出版物や公式教材とは異なる「同人誌」のよう

な位置づけにあります．既存の参考書と同等の完成度を追求するというよりは，PDFのリンク機能やプルダウン機能を活
用した「扱いやすさ」や，動画教材との連携によって学習効率を高めるという試みをコンセプトとしております．拙い部
分もあるかと存じますが，未熟な私とその教材を温かく見守っていただければ幸いです．
最後に，本書の作成に際し，多くの研究者・教育者の皆様が築かれた知的財産と尽力に学ぶ機会を得られたことに，改

めて深く感謝申し上げます．本書を手に取ってくださった皆様が，数学への興味と学習意欲を少しでも高めていただける
ならば，これ以上の喜びはありません．今後も皆様からのご意見・ご指摘を糧に，より良い教材づくりを目指して精進し
てまいります．ありがとうございました．

関連図書（参考文献）
本書を執筆する上でも参考にした，おすすめの参考書を関連図書としていくつか挙げたいと思います．本書と合わせて

活用していただくことで，より学習効果が高まることでしょう．

「チャート式」シリーズ（数研出版）：学習参考書の定番として長い歴史を持ち，幅広い範囲を網羅しています．色によって
難易度が分類されており，基礎から標準レベルを固めたい人は白チャートや黄チャート，難問にも挑戦したい人は青チャ
ートや赤チャートなど，自分のレベルに合わせて選べる点が魅力です．

「Focus Gold」シリーズ（啓林館）：思考力を鍛えられる良問が並んでいます．受験を意識した例題や実践的な問題が多い
ため，実力を伸ばしたい人，ある程度数学に自信がある人におすすめです．

「NEW ACTION」シリーズ（東京書籍）：わかりやすい解説を重視しており，教科書レベルから標準的な演習まで丁寧に
サポートしてくれます．本書では動画と連携することで「わかりやすさ」を補強していますが，文章自体のわかりやすさ
を重視したい方には特に役立つでしょう．

「大学への数学」シリーズ（東京出版）：難関大学レベルの受験対策に強みがある雑誌・書籍群です．月刊誌をはじめ，一般
の問題集よりもややマニアックな内容や奥深い解法が多く，高度な演習ができるため，数学をさらに深く楽しみたい人に
もおすすめです．

「総合的研究」シリーズ（旺文社）：「総合的研究数学 I+A」「論理学で学ぶ数学」など，学校の定期試験や受験対策だけでな
く，数学を学問としてしっかり学びたい人にも対応する内容の書籍もあります．これらの書籍は受験用の数学の範囲を超
えた話題に触れられることもあり，大学レベルへのステップアップを見据える人に有用です．

あくまで個人の推薦であり，これらの出版社や著者と公式な提携関係はありません．また，ここに挙げた以外にも素晴
らしい教材や良書は多数存在しますが，私の個人的な見解から特におすすめしたいものを簡単に取り上げています．



あとがき
数学 I・Aの One Moreと，それに付随する解説動画の作成を無事に終えることができました．本書をお手

に取ってくださった方々，また動画をご視聴いただいた皆さまには，心より感謝申し上げます．

私は幼い頃から漫画が大好きで，「読み手を惹きつける工夫」を数多く学んできました．その体験を参考書
づくりにも活かし，あたかも漫画家のように構成を練り上げながら執筆しています．本書は単なる「問題集」
にとどまらず，一貫性ある構成と数学の奥深さを感じられる作品にしたいという思いで設計しました．

なお，本書および動画の制作では「犬飼シムラ」というペンネームを使用しています．これは漫画家と同様
に，作品への没入感を高めたいこと，またプライバシー保護の観点からでもあります．今後，本名などを公開
する予定は未定ですが，当面は控えさせていただきますのでご了承ください．

本書では，執筆，作問，編集，校正，組版，図形作成，表紙・ロゴデザイン，挿絵，動画原稿・字幕の作成，
動画の編集に至るまで，すべての作業を一人で行いました．作業量は膨大で，例えば本書のソースコードの文
字数と行数を示せばイメージがつきやすいでしょうか．本書だけで，ソースコードの文字数は約 170万文字，
行数は約 60000行ありました（LATEXという組版システムを使用しており，単に日本語テキストだけではなく
コマンド文字列を含めています）．字幕や動画原稿も合わせると更に文字数は多くなり，その作業を本業の公
立高校の教員と並行して進めているため，新しい参考書を頻繁に公開することは難しいのが現状です．また，
いただいたコメントやご意見には可能な限り対応したいと考えていますが，すべてにお返事できない場合もあ
るかもしれません．何卒ご容赦ください．

「外注などをすれば効率が良いのでは」という意見もあるかもしれません．しかし，私は参考書作りに関して
は，参考書を一つの「作品」として捉えており，執筆から図形の細部に至るまで，自分の手で丁寧に仕上げる
ことにこだわっています．定番問題が多く特別な解説を記していないため，どこにでもあるような内容に見え
る部分があるかもしれませんが（そのような内容に意図的に寄せていますが），細部まで思いを込めて作り込
むことで，より質の高い教材を提供できると信じています．とはいえ，校正作業だけは本当に大変ですね．ど
んなに工夫しても一人で校正するのには限界があると感じており，アシスタントが欲しいくらいです（主に手
計算，手打ちで問題や図形を設定している影響でミスが頻出し，時間が掛かります）．第三者の視点を取り入
れる必要性を実感しており，今後の課題として取り組んでいきたいと考えています．

次回作は数学 II・Bの One Moreを予定しています．現時点で，既に一部作業を進めて形になりつつありま
すが，完成時期は未定です（可能な限り早く出したいと思っています）．また，本書のような参考書の他にも，
「こんな教材を作りたい」というアイデアは沢山あります．しかし，一つ一つを形にするには時間が必要です．
とりあえずしばらくの間は，本書の数学 II・B版の作成を少しずつでも進めていきたいと考えています．

何かご意見やお問い合わせがありましたら，メールにてお気軽にお寄せください．私は数学教育の世界に微
力ながら貢献したいという思いから，本書のような教材を一般公開することを始めました．皆さんの学びがよ
り豊かなものになることを心から願っています．

著者：犬飼 シムラ
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